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Indledning

Udviklingen af matematikken fgrte i begyndelsen af 1900-tallet til en komplet formalisering,
forstaet pa den made, at man havde faet konstrueret et formelt system hvori alle kendte matema-
tiske bevismetoder er reduceret til nogle fa mekaniske regler. Et formelt matematisk bevis bestar
dermed af et st af aksiomer, hvorpa man har anvendt de fgromtalte regler. Store dele af matem-
atikken blev bevist i dette formelle eller logiske system, og der var i 1920’erne en udbredt tro pa,
at disse aksiomer og regler var tilstraekkelige til at afggre ethvert matematisk spgrgsmal, som man
kunne udtrykke i systemet. Godels ufuldsteendighedssaetninger (1931) viste imidlertid, at dette
ikke var tilfeeldet.

En computer er et eksempel pa et logisk system, da den i princippet handler efter de regler, den
er programmeret til. En Turingmaskine er en simpel matematisk model for en computer. Ikke
desto mindre kan den i princippet simulere enhver anden computer.

Standsningsproblemet, eller Turings standsningsproblem, som det ogsé bliver kaldt (efter Alan
Turing) er Turingmaskinens pendant til Godels ufuldstendighedssatninger. Standsningsprob-
lemet er umiddelbart et relativt simpelt problem, som Turingmaskinen dog ikke kan afggre.
Standsningsproblemet er i sin natur teet knyttet til Godels ufuldsteendighedsseetninger. Begge
dele udtaler sig om nogle af de begraensninger, der kan vere i formelle systemer: Turings stand-
sningsproblem om programmer til maskiner og Gddels ufuldsteendighedssaetninger om systemer
til formalisering af matematikken.

Rekursivitet og formelle systemer (deriblandt Turingmaskiner) haenger ulgseligt sammen, det
forste kapitel handler derfor om rekursivitet. Andet kapitel handler om standsningsproblemet for
Turingmaskiner og er altsi et eksempel pé et formelt system med et uafggrligt problem. Tredje
og sidste kapitel handler om Godels ufuldsteendighedssaetninger.

Projektet bygger hovedsagligt pa Cori & Lascars bog [Las94], og i tredje kapitel forudszetter jeg,
at leeseren har kendskab til modelteori svarende til de forste to kapitler af Mendelsons bog [Men97].



Chapter 1

Rekursivitet

Klassen af rekursive funktioner spiller en central rolle i studiet af beregnelighed. Intuitivt er
de rekursive funktioner netop de funktioner, som kan beregnes algoritmisk, altsa ved hjelp af en
mekanisk procedure (Church’s tese). Turingmaskinen er et bud pa en pracis definition af begrebet,
algoritme, og det skal vise sig, at en funktion er rekursiv netop nar der findes en Turing maskine,
der beregner den. Under Church’s tese kan Turing maskinen altsa beregne przecis de funktioner,
som er beregnelige i intuitiv forstand.

1.1 Rekursive funktioner

Definition 1.1 Lad F, vere mengden af afbildninger fra NP ind i N, og F = UpeN Fp. Mengden
af primitive rekursive funktioner er den mindste delmengde £ of F, som opfylder:

1. De konstante funktioner tilhorer £.
Projektionerne PF(z1,...,wx) = x; ligger i € for alle k € N og for allei € 1,... k.

Succesor-funktionen S(x) = x + 1 tilhgrer £.

E er stabil under substitution, dvs. hvis f1,...,fn € FrNE ogg € F,NE,
sder g(fi,...,fn) €E.

5. & er stabil under rekursion, dvs. hvis g € FxrNE og h € FryaNE og
o f(x1,...,2,0) =g(z1,... ,zk)
o flxy,...,xp,y+ 1) =h(x1,... ,2p,y, f(21,... , Tk, Y))
daer fekf.
Eksempel 1.2
f(z,y) = x 4+ y er primitiv rekursiv idet
o f(z,0) =z = Pl(z)
o flz,y+1)=hzy, f(z,y)), hvor h(z,y,2) = S(z) = S(P§(x,y,2))

Resultatet fglger nu af punkterne 2-5 i definitionen. Fglgende funktioner er ligeledes primitive

rekursive:
{ z—1 hvisz>0

0 hvisxz =0

- _Jr—y hvisz>y
v y—{o ellers



sq(z) = 0 hvisz=0
IE=1 1 ellers

Beviset er nemt: §(0) =0 og 6(y + 1) = y (rekursion)
2—0=1x og x—(y + 1) = §(z—y) (rekursion)
sg(x) = x—5(x) (substitution).

Definition 1.3

w-operatoren, i : € — Nnoteres py(g(z1, ... ,xk,y) = 0) og er det mindste y saledes at (g(x1,... ,zk,y) =
0. Bemeaerk, at u-operatoren ikke altid er defineret. Mere praecist geelder der, at py(g(z1,. .., 2k, y) =

0) = k, hvis (g(z1, ... ,zk,y) =0, og hvis for alle ¢’ <y, (g(x1,..., 2k, y") er defineret og forskellig

fra nul.

Meaengden af rekursive funktioner £* er foreningen af de primitive rekursive funktioner £ og funk-
tionerne opnaet fra £ ved anvendelse af p-operatoren. En rekursiv funktion er ikke ngdvendigvis

total (i.e. overalt defineret), idet p-operatoren ikke altid er defineret.

Eksempel 1.4

Lad g(z,y) = x — 2 og f(x) = py(g(x,y) = 0), f er da den partielle rekursive funktion, som
antager vaerdien 0 for z = 2, og som ikke er defineret for = # 2.

h(z) = py(y > x) er en total rekursiv funktion, som specielt er primitiv rekursiv, idet den er
identisk med successor-funktionen. Der findes totale rekursive funktioner, som ikke er primitive
rekursive, for eksempel Ackermann’s funktion A(x) = A, (x), hvor A, (z) er defineret ved dobbelt
rekursion:

o Ay(z)

o Ay(0)

o Appi(z+1) = An(Ania(2))
se [Las94] p.18 for bevis.

21’
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Definition 1.5 En maengde A er (primitiv) rekursiv hvis og kun hvis dens indikatorfunktion 14
er (primitiv) rekursiv.

Eksempel 1.6
Enhver endelig mangde er primitiv rekursiv. Lad A = {z1,... ,2,} sd er
1a =1-sg(|z — 21|z — 22| - |2 — 24])

som er primitiv rekursiv idet |z — y| og zy oplagt er det.
Hvis A C NP+ er primitiv rekursiv, sa geelder det samme for meaengderne

B={(z1,...,2p,y); 3 < ylx1,... ,2p,t) € A}
C=A{(z1,...,2p,y);Vt <yla1,... ,zp,t) € A} thi
1g(z1,... 2p,y) = sg(X ) o la(z1,... ,zp,t))  og
1C(x1a"' 7xp7y) = Sg(H:f/:() 1A($17'-~ 7xp’ﬁ))

Saetning 1.7 For ethvert p € N findes rekursive funktioner o, € F, og ﬁ;, 2, oo B0 € Fi,s0m
opfylder at oy, er en bijektion mellem NP og N og Xz.(B)(x), B2 (x), ... ,BE(x)) er dens reciprokke.

Bevis:

Seetningen vises ved induktion efter p. For p = 1 er resultatet oplagt a; = 31 = Id. For
p = 2 nummereres parrene i N? diagonalt, dvs efter ordenen (0,0) (1,0)(0,1) (2,0)(1,1)(0,2)
(3,0)(2,1)(1,2)(0,3) ... hvor (0,0) far nummer 0. Sa er as(z,y) lig antallet af par der kom-
mer for (x,y) i ovenstiende liste. Den n’te diagonal starter med (n,0) og har n + 1 elementer, si



a(z,0)=(@—-1)+1+(@—2)+14+(x—=3)+1+ - +2+1=1z(x+1) og as(z,y) er det y'te
par efter parret (x + y,0), altsd as(z,y) = aa(x + y,0) +y = %(x +y)z+y+1)+y.
Bemsark, at as(z,y) > = og as(z,y) > y sd man kan definere

Ba(x) =pz <x(3t <x:as(z,t) =z) og Ba(x) = pz <z(Ft < z:astz) =)

Lad A; = {z;3t <z : aa(z,t) € {z}} I fplge eksempel 1.6 er A, primitiv rekursiv, og det folger
at B3(z) = pz < z(z € A,) er rekursiv. Tilsvarende for /3.

Antag, at a,, og (51 < i < n eksisterer. S kan man definere

0471,-1—1(1'1, T2yen- 7xn+1) = an(xh s 3 Tn—1, a2(3571,7xn+1))7

som da er rekursiv, og for 1 < ¢ < n — 1 har man da 3%, = () mens 87,, = 3 o B2 og

Blrtl = B3 o Br, som saledes ogsa er rekursive. [

1.2 Turingmaskiner

En Turingmaskine (i det fglgende forkortet TM) er en matematisk model for det intuitive begreb
algoritme. En TM er givet ved:

e n band, som hver er delt op i nummererede celler startende fra venstre med cellerne nr 1.
e En endelig maengde af tilstande F
e En afbildning M : S™ x E — S™ X E x {—1,0,1}, hvor S = {d,b,|}. M kaldes transitions-

tabellen.
d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.1
d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.2
d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.n

T

Der findes forskellige mader at definere Turingmaskinen pé, nogle bruger fx kun et band, men
de er essentielt ens forstaet pa den made, at de beregner de samme funktioner.
TM’s band er afgreensede til venstre og uendelige mod hgjre. TM har desuden en cursor, som
kan laese, skrive, slette og flytte sig alt efter instruktionerne givet ved M. FE indeholder som
minimum den initiale tilstand e; og en (eller flere) slut-tilstande e;. Maskinen befinder sig til
ethvert tidspunkt i netop en tilstand. S er maskinens alfabet bestiende af d (for debut) b (blank)
og |. Den tredje variabel i M’s billede angiver, hvilken vej cursoren skal flytte sig (1: en celle
til hejre, -1: en celle til venstre og 0: bliv stiende) efter at have foretaget eventuelle aendringer
i de celler, hvor den star. Maskinen standser nar den nar en slut-tilstand ey. Cellerne med nr
1 indeholder altid symbolet d. Maskinen kan ikke slette symbolet d, og cursoren kan ikke ga
lzengere til venstre nar den star ved d. Til tiden ¢ = 0 star cursoren ved cellerne med nr 1 (se
figur). Maskinen skriver aldrig p4 de band, som indeholder input. TM’s arbejde illustreres bedst
ved et par eksempler:

Eksempel 1.8
Successor-funktionen: TM skal bruge 2 band og 2 tilstande. E = {e;,ef}

M(d7d7€i) = (d,d,ei,—&-l)
M(‘7b7€i) = (‘7‘7eia+1)
M(bvbaei) = (b,|,6f,0)



Inputtet x star pa gverste band nar maskinen starter, dvs. celle nr 2 til og med nr x+1
indeholder en streg. Maskinen satter streger p& band 2 indtil den néar celle x+1, hvor den
saetter en streg og stopper. Nu star input x pa band 1 og resultatet x+1 pa band 2.

Projektionerne P,i(xl, ce L TE) =T
Lad i, k veere givet, ¢ < k. TM skal have k + 1 band og 2 tilstande.

M(d,...,d,e;)=(d,...,de;,+1)
M(Sl,... 7$k,b,€i) = (317~-~ 7Sk7‘7€i7+1)7f0r Si :|
M(s1,...,5k,0,e;) = (s1,...,5k,0,e5,0), for s; = b

Denne maskine kopierer simpelthen indholdet af det i’te band til det nederste band.

De konstante funktioner f(z1,...,z,) = k for p,k € N kan beregnes af en TM med p + 1
band og k + 2 tilstande {e;,e1,... ,ex, s}

M(,...,de)=(d,...,d,e,+1)
M(s1,...,8p,b,e5) =(51,...,5p, |, €nt1,+1)

for alle sq,...,5p081<n<k-1
M(s1,...,8p,b,ex) = (81,--.,8p,|,€r,0)
for alle s1,...,5,

Man siger at TM beregner en funktion f : NP — N, hvis TM har p+1 band og hvis der for
(1,...,2p) € dom(f) geelder, at TM nar en slut-tilstand med (x1,...,x,) pa de p forste band
og f(x1,...,xp) pa det sidste. Resten af bandene skal veere tomme. Desuden skal der geelde, at
for (x1,...,z,) ¢ dom(f) standser maskinen ikke. f kaldes da Turing-beregnelig

Seetning 1.9 En funktion er Turing-beregnelig hvis og kun hvis den er rekursiv.

Bevis:

For at vise at enhver rekursiv funktion er T-beregnelig, er det tilstraekkeligt at vise, at det
gelder for projektionerne, de konstante funktioner og successor-funktionen (hvilket allerede er
gjort i eksempel 1.8) samt at maengden af T-beregnelige funktioner er stabil mht. rekursion,
substitution og u-operatoren.

Forst rekursionen:
Lad f:NPT! — N vazre givet ved

P 0) = g, )
f('rlv"' 7xpay+1) :h’('rlw" 7$p7yaf(x17-'- 7xp7y))

hvor g og h er partielle funktioner, som beregnes med maskinerne M hhv. M’. Antag, at M har
p+1+k band og M’ p+3+k', samt at E er meengden af tilstande for M og E’ maengden af tilstande
for M’. Idet man altid kan give en tilstand et nyt navn, kan det antages, at ENE’ = (). Maskinen
N, som skal beregne f skal bruge p+4+k+k’ band og maengden af tilstande er EUE'U{eq, ... ,er},
hvor ejerne er tilstande som ikke allerede findes i EU E’. Til at begynde med star x1,... ,Zp41
pé de forste p + 1 band og nar N standser (hvis den standser) skal f(z1,...,2p+1) st& pa band
nr. p+ 2. Ideen er at lade N beregne f(z1,...,2p,1), f(21,...,2p,2),..., f(z1,... ,Zp, Tpt1),
mens et af bandene (p+2) bruges som teller, der holder styr pa, hvornar maskinen er naet til
f(x1,... ,xp,xptr1). N starter som M pa bandene 1, ... ,p,p+ 4 (samt de k band M bruger til
at arbejde pa). Hvis M standser, star g(z1,...,x,) pa band p + 4 og N skifter til tilstand eo.
I denne tilstand kopieres indholdet af p + 4 til p + 3 samtidig med at p + 4 slettes. Tilstanden
e1 sammenligner p 4+ 2 med p + 1, dvs. sammenligner x,;, med teelleren. Hvis indholdet er ens
skiftes til eg som sgrger for at flytte indholdet af p 4 3 til p 4+ 2, som jo var output-band for N,
hvorefter den skifter til e; som er slut-tilstanden for N. Ellers skiftes til ey, som har til opgave at
lzegge én til teclleren, altsd seette en streg pd p + 2. Nu skiftes til begyndelses-tilstanden for M'.
M’ bruger bandene 1, ... ,p,p + 2,p + 3 som input og skriver resultatet pa band p + 4. Hvis M’



standser skiftes til til ey igen. Tilstandene es, ey, 0g e5 har alle til opgave at flytte cursoren til
venstre inden der skiftes til tilstandene hhv. e, es og eg. Efter denne grundige beskrivelse, er det
ingen sag at opskrive transitions-tabellen for N, sa det vil jeg ikke bruge plads pa.
substitution:

Lad f1,...,fn : NP - Nog g : N* — N vaere T-beregnelige funktioner. Det drejer sig om
at konstruere en Turing-maskine N, som beregner h = g(fi,..., fn). Lad M; veere maskinen,
som beregner f; for ¢ = 1,... ,n og M maskinen, som beregner ¢g. Antag for hvert i, at M;
har p; band, hvor p; > p + 1 og at maengden af tilstande er F;. Maskinen M har m band og
E betegner maengden af tilstande. Som for antages det, at disse maengder er disjunkte. N har
P =p+ > (pi —p) + (m —n) band og meengden af tilstande er EU (U, E;) U {en,er}.

N starter med at arbejde som M; dog uden at bruge band p+1, hvor det endelige resultat skal
sta. Resultatet f(z1,...,xp) skrives i stedet pa et andet band Bi, hvis M; vel at maerke stopper,
og slut-tilstanden for M; skal bringe cursoren hen til starten af bandene for derefter at skifte
til begyndelses-tilstanden for M. Resultatet af MJis beregninger skrives pa af band By (som er
forskelligt fra band p+1 og fra B;) og sa fremdeles. M/ s slut-tilstand bringer cursoren til start
og skifter til M’s begyndelses-tilstand. N arbejder nu som M, men med bandene By, ..., B, som
input og skriver resultatet h(z1,...,z,) pa band nr. p+1. Derefter bringer slut-tilstanden for M
cursoren tilbage til start og ey sletter indholdet af By, Bs, ... , B, hvorefter N stopper i tilstanden
es. Inputtet z1,... ,x, star nu pa bandene 1, ... ,p og output h(z1,...,z,) pad band p+1. Resten
af bandene er tomme.
p-operatoren:

Maskinen N, som beregner g(z1,...,2p) = py(f(x1,...,2p,y) = 0), hvor f er en funktion, som
beregnes af maskinen M, konstrueres tilsvarende:

N har p+ 2 band og mangden af tilstande er tilstandene for M forenet med {eq, ... ,e5} nye.
N starter med at arbejde som M med x1,... ,%p,0som input. Hvis f er defineret for x1,... ,2,,0

vil M stoppe og output st pa band p + 2. M’s slut-tilstand bringer cursoren til start og skifter
til eg. ey checker, om der star noget pa band p + 2. Hvis det forste ey mgder er et b gar IV
i slut-tilstanden es. Ellers skiftes til e;, som skriver en streg pad p + 1 (séledes at input for M

nu er xi,...,T,, 1) og gar over i ey, som bringer cursoren til start. ez sletter indholdet af p + 2
og e4 har ogsa til opgave at bringe cursoren til start. NN bliver ved til den har fundet et y si
f(x1,... ,zp,y) =0, hvis det eksisterer, ellers stopper maskinen ikke.

For at vise den anden implikation, altsd at enhver funktion som er T-beregnelig er rekursiv,
antages det, at M er en vilkarlig TM, som beregner en partiel funktion f : NP — N. Det skal
vises, at f er rekursiv. M er givet ved:

e antallet af band: n

e antallet af tilstande m + 1. Her antages det at tilstandene nummereres fra 0 til m og at 0
betegner begyndelsestilstanden, mens 1 betegner sluttilstanden.

o Transitionstabellen M : S" x E — S™ x E x {-1,0,1}

Lad tallene 0, 1 og 2 sta for henholdsvis b, d og |. Skriv indholdet af cellerne til tiden ¢ op i
en liste K (t) = (S0, 81,--- ,Si,...), hvor s; € {0,1,2} for alle 4. Start med celle 1 band 1 derefter
celle 1 band 2 indtil celle 1 band n dernaest cellerne med nr. 2 osv. Listen har et endeligt antal
elementer forskellige fra nul, thi til tiden ¢ = 0 star input, som er endeligt pa bandene og maskinen
kan hgjst tilfgje et symbol per tidsenhed. Bemeerk, at s,,(y—1)4(»—1) svarer til symbolet i celle u
band v < n (hvor n var antallet af band). Listen kodes pa fglgende méde:

DN(E)=>s3
i>0

Det er klart, at T er injektiv da s; € {0, 1,2} for alle ¢. Man genfinder tallet som svarer til symbolet
i celle u band v ved:
r(g(D(K), 3"+ 01y 3)



hvor r(x,y) er resten ved heltalsdivision af x med y og ¢(x,y) kvotienten. Antag nemlig, at
nlu—1)+(w—-1)=k,daer

NK)=sy+s134+ -+ Sk_13k_1 + 5k3k + Sk+13k+1 + -

og
k—1

Z 5731 < 3k
1=0
S8

G(T(K),3%) = sp+ 8513+ 54032+
= Sk+3(5k’+1+5k+23+"')
= s mod 3

det vil sige 7(¢(T'(K), 3%),3) = s; som gnsket.
Maskinens situation til tiden ¢ er S(t) = (e, k, K(¢)), hvor e € {0,... ,m} er tilstanden og k
nummeret pé de celler cursoren befinder sig ved.

['(S) = as(e, k,[(K))

Funktionen Sit(t,z1,...,x,) = I'(S(t)) er primitiv rekursiv'. Sit(t,z1,...,x,) er situation til
tiden ¢ for maskinen startet pa input 1,...,zp. Man kan nu definere en rekursiv funktion, som
finder beregningstiden for et giver input x1,... ,zp.

T(zy,...,2,) = pt(B3(Sit(t,z1,... ,2,)) = 1)

altsa 1" finder det mindste ¢ saledes at M med inputtet z1, ... ,z, befinder sig i sluttilstanden. Hvis
f(x1,... ,zp) ikke er defineret, standser M ikke og T er da heller ikke defineret. Hvis f(z1,...,xp)
er defineret, vil resultatet std pa band p+ 1 til tiden ¢t. Det drejer sig altsa om at teelle antallet af
streger pa p + 1 til dette tidspunkt. Betragt dertil

a(z) = py(r(q(B3(z), 3"WHIHP) 3) = 0)

Hvis z = Sit(t,z1,... ,xp) sder 33(z) = [(K(t)) og o finder da det mindste y siledes at symbolet
icelle y+2, band p+ 1 er et b. Idet forste symbol pa et band altid er d, svarer a(x) praecis til
antallet, af streger pa band p + 1. Man finder nu

flxe,. .. zp) = a(Sit(T(z1, ... ,2p), T1,... ,Zp)).

Da f er sammensat af rekursive funktioner, ses det som gnsket, at f selv er rekursiv.
O
En TM er som bekendt givet ved antallet af band n, antallet af tilstande m + 1 og transitionsta-
bellen. Man kan afbilde transitionstabellen ind i N pa fglgende méade: For (s1,...,s,,e) € S" X E
st
r1 = az(T(s1,...,8,),€)
ro = as(T(t1,... ,t,),e¢/,e+ 1) hvor e € {-1,0,1} og
tl, ‘e 7tn7 6/ = ]\/[(817 e 3 Sn, 6)
n(s1,...,8n,e) = (m(r1))™, hvor n(7) er det i 4+ 1’te primtal

Koden for transitionstabellen er da
u= H n((s1,...,5n,€)

(815-- ,8n,€)ES"XE

Definition 1.10 FEt indeks for en TM er tallet az(n,m + 1,u).

1Se [Las94] p 35 for bevis



Den universelle Turingmaskine

-er en TM, som for et naturligt tal p, kan beregne enhver rekursiv funktion af p variable. Man ved
allerede, at til enhver rekursiv funktion findes en TM, som beregner denne. Ideen er, at knytte et
indeks til hver TM og derefter vise, at den partielle funktion ¢ : N°*! — N, som er defineret ved:

ikke defineret hvis i ikke er indeks for en TM med mindst
p+ 1 band
Pl indholdet af det p + 1’te band hvis TM med indeks i standser
@(laxlv"'vxp): o . .
pa input x1,...,%p
ikke defineret hvis TM med indeks 7 ikke standser
pa input z1,...,%p
er rekursiv. Dette betyder nemlig, at der findes en TM, som beregner P (i,x1,...,xp,) dvs. givet

et i € N, opfgrer den sig som maskinen med indeks ¢, hvis ¢ altsa er et indeks for en magkine som
tager p variable. Afbildning fra maengden af TM ind i N er ikke surjektiv, sd der er ogsa tali N
som ikke er indeks for nogensomhelst maskine.

Saetning 1.11 For hvert p > 0, er ©P rekursiv og hvis f er en rekursiv funktion af p variable,
findes et naturligt tal i siledes at f = Az1,...,2p.0P(i,21,... ,2p) = &

Hvis f er en rekursiv funktion af p variable, s findes der i fglge saetning 1.9 en TM, som beregner
f- Denne TM har et indeks ig, sa per definition af ¢, er f = gp,’i’o, og ig kaldes da indeks for f.
Man for brug for fplgende:

I, = {i;i er indeks for en TM med mindst p + 1 band}

hvisi e I, : T'(S(t)) dvs
STP(i,t,x1,...,2p) = Sit(t,x1,... ,xp) for maskinen med indeks ¢
ellers: 0

STP er primitiv rekursiv?. P3 samme made som tidligere defineres en funktion, som finder bereg-
ningstiden:
Tp(i7 L1y ,Ip) = .u“t(ﬂé(STp(Za t7 L1y 3z;l7)) = 1)

desuden defineres maengderne

BP = {(i,t, 21, ... ,2p); Bs(STP(i,t,21,... ,2p)) = 1}

Cp = {(ivyatamla-“ 7‘7;]!7);1. € Ipv(iatvxlau' axp) € Bp,y:(l(STp(i,t,l'l,... a‘rp))}

Det ses at BP og C? er primitive rekursive. At y = a(STP(i,¢,1,... ,x,)) betyder at maskinen
med indeks 7 startet p& ,z1,...,x, har y streger pd band p + 1 til tiden ¢. Det fglger nu, at

Pl 1, ... xp) = py((C,y, TP (6,21, ..., 2p), 21, ... ,xp) € CP)

O

Church’s tese:

En talteoretisk funktion er beregnelig i intuitiv forstand hvis og kun hvis den er rekursiv.
Church’s tese kan selviglgelig ikke bevises, da man ikke kan give nogen preecis definition af det at
vaere “beregnelig 1 intuitiv forstand”, pa den anden side findes der ingen modeksempler pa Church’s
tese. At en funktion er beregnelig i intuitiv forstand er det samme som at der findes en opskrift
eller en algoritme til at beregne den. Algoritme er ogsi et intuitivt begreb, og Turingmaskinen
et forsgg pa at indfange det. De Turing-beregnelige funktioner er netop de rekursive, s& Church’s

2se [Las94] p.38 for bevis



tese kan ogsd formuleres: FEn talteoretisk funktion funktion er beregnelig i intuitiv forstand hvis
og kun hvis den er Turing-beregnelig hvis og kun hvis der findes en algoritme til at beregne den.
Turingmaskinen er langt fra den eneste definition af begrebet algoritme, men samtlige definitioner
har vist sig at veere sckvivalente ® forstaet pa den méade, at de beregner de samme funktioner nemlig
de rekursive, hvilket understgtter Church’s tese.

3 [Men97] p.345
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Chapter 2

Standsningsproblemet

Standsningsproblemet for en TM M drejer sig om at afggre, hvorvidt M standser nar maskinen
startes pa et input x.

Man siger, at et problem er afggrligt hvis der findes en algoritme, som lgser det. Under Church’s
tese er det det samme som at sige, at der findes en rekursiv funktion eller en TM som lgser prob-
lemet. Hvis det ikke er tilfaeldet, siges problemet at vaere uafggrligt. Der findes bade Turingmask-
iner med afggrlige og med uafggrlige standsningsproblemer.

Eksempel 2.1
Betragt en TM M med 2 band og 3 tilstande og transitionstabellen

M(d,d,e;) = (d,d,e;, +1)

f(|,b,€/) (| b €1, — )

M(b,b,e;) = (b, b, ef, 0)

M(b7|161) (b |a€17 1)

M (s1,82,e1) = (81, $2,€1,+1) hvor s1, 85 € {d, b, |}

M er et simpelt eksempel pa en maskine med et afggrligt standsningsproblem. M standser hvis
og kun hvis z = 0.

Definition 2.2 Lad A C NP, man siger at mengden A er rekursivt numerabel (forkortes r.n.)
hvis den er domenet af en rekursiv funktion.

Betragt den rekursive funktion ¢, som er defineret under afsnittet om den universelle Turing-
maskine.

Man noterer dom¢p? = WP, Bemeerk, at enhver rekursiv mengde er rekursivt numerabel . Thi
hvis A er rekursiv, sa er 14 rekursiv. Og funktionen f(x) = py(y+1 = z) er rekursiv og defineret
for alle x # 0. f o 14 er rekursiv og domanet er netop A, hvilket viser, at A er r.n.

Lemma 2.3 A C NP er rekursiv hvis og kun hvis A og A (hvor A = NP\ A) begge er rekursivt
numerable.

Hvis A er rekursiv, sa er A det ogsa, idet 15 =1-14, og de er da begge r.n. Pa den anden side,
hvis bade A og A er r.n. findes indeks j, k sd A = Wf’ og A=W/. Man ved desuden at

BP = {(i,t,x1,... ,2p); Bs(STP(i,t,x1,... ,2p)) = 1}

er rekursiv,
BP(i) ={(t,x1,... ,xp); (4,8, 21,... ,xp) € BP}

er det derfor ogsa. Lad
h(z1,...,@p) = pt((t, 21, ... @) € BP(j) U BP(k))

11



h er rekursiv og total. BP(j) er netop de (¢, z1,...,x,) sddan at maskinen med indeks j standser
til tiden ¢ p& input x1,... ,x,. Det vil sige, hvis der findes et ¢ sa (t,z1,... ,2p) € BP(j) sa er

T1,... ,:rpEdomgaé.’:A

Altsd (z1,...,xp) € A hvis og kun hvis (h(z1,...,2p),21,...,2, € BP(j)). Da BP(j) er
rekursiv, er A det ogsa. O

Seetning 2.4 (s-m-n) For ethvert par m,n € N, findes der en primitiv rekursiv funktion sI' af
n + 1 variable sdledes at man for alle i,x1,... ,Tn,Y1,... ,Ym har

n—&-m(»

2 1, X1y T, Y1y .- 7y’m) :wm(s?(zaxlv 7x'n)7y17"‘ 7ym)

Bevis:
Hvis man fastholder de n fgrste variable i funktionen "™ fas en funktion

g = )\yh- o aym'@?+m(l‘1) ey Ty Y1, 7ym)
som ogsa er rekursiv. ¢ har derfor et indeks, og resten af beviset drejer sig om at vise, at dette
indeks kan beregnes ved hjlp af en primitiv rekursiv funktion s7(i,z1,...,%,), men det vil jeg
ikke ga i detaljer med. [

Saetning 2.5 (fixpunktssaetningen) Beuvis:
Huis h(x) er en total rekursiv funktion og p € N sé findes der et n € N sd @P. = gpi(n),

P (h(sy(i,4)),21,... ,2p) er per substitution en rekursiv funktion af p + 1 variable. lad d vaere
et indeks for denne, sa er WP (h(s?(i,)),z1,... ,xp) = @ (i, 21, ... xp) = QP U(d i, 21, 2p)
I fplge s-m-n setningen er da PT(d,i,z1,... ,1,) = ¢P(s](d,i),z1,... ,2p), lad n = s{(d,d) sa

fas b = @Z(n) som gnsket. O

Korollar 2.6 (Rice’s ssetning) Lad F # 0 vere en egte delmengde aof de rekursive funktioner
af en variabel, sd er mengden A = {u,pl € F} ikke rekursiv.

Bevis:
Antag, at A er rekursiv. Der findes per definition wu; og us séledes at u; € A og us ¢ A. Definer

_J up hvisz¢ A
h(m)—{ up hvisz € A

h(z) = u1(1-14(z)) + uala(z) si da A var rekursiv, er h det ogsa. I folge fixpunktssatningen
findes der et n sa ¢l = @}L(n), det vil sige

neA & hn
& h
< n¢A

hvilket er en modstrid, A er derfor ikke rekursiv. [
Lemma 2.7 Selvstandsningsproblemet er uafgorligt.

Bevis:

Selvstandsningsproblemet handler om at afggre, hvorvidt en TM med indeks x standser pa
input z. At vise at det er uafggrligt kommer ud pé at vise, at maengden K = {x, ol(z) |} ikke er
rekursiv. Definer derfor F = {¢l, 2 € Wl} F # 0 da Id € F og funktionen

f(:v):{ 0 hvisz=0

T ellers
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er en rekursiv funktion, som ikke ligger i F da f’s indeks ellers skulle vaere 0, hvilket ikke kan
lade sig gore, idet men nemt ser, at der ikke findes en TM med indeks 0 (en sddan ville have 0
band). Betingelserne i Rice’s setning er opfyldt, s& meengden A = {x;¢l € F} er ikke rekursiv.
A={zze W} ={z¢(x) |} =K D

Saetning 2.8 Det specielle standsningsproblem er uafgorligt.

Bevis:

Givet et indeks i og et input z at afggre om ¢!(i,z) er defineret, eller med andre ord om
TM med indeks i standser pa x, kaldes det specielle standsningsproblem. Det skal vises, at
W = {(i,z);p'(i,x) |} = {(i,z);z € W]} ikke er rekursiv. Betragt meengden B = {(z,z);z € N}.
B er rekursiv da 1g(z,y) = 1-|z —y|. K' = {(x,2);x € K} er til gengeeld ikke rekursiv i folge
ovenstaende lemma, idet 1 (z,z) = 1x(x). Det ses at K/ = BN W, sa hvis W var rekursiv ville
K’ ogsé veere det. Konklusion: W er ikke rekursiv. O

bemeerkning: K og W er rekursivt numerable: K er domanet af den rekursive funktion
g(z) = p'(x,z), og W er domeenet af h(i,z) = ut((i,t,z) € B') som ligeledes er rekursiv.

At det specielle standsningsproblem er uafggrligt betyder (under Church’s tese) at der ikke
nogen algoritme som kan lgse det. Med andre ord findes der ingen algoritme (eller TM) som
givet et vilkarligt computerprogram og et vilkarligt input til dette program, kan afggre hvorvidt
programmet vil standse pa dette input.

2.1 Reduktioner

Definition 2.9 Lad A og B veere delmengder of N. Men siger, at A kan reduceres til B, og man
skriver A < B, hvis der findes en total, rekursiv funktion f sdledes at

r € A& f(x)€ B altsi hvis f~1(B) = A

B er komplet hvis B er r.n. og hvis alle mengder, som er r.n. kan reduceres til B. Hvis f ogsd
er injektiv, skriver man A <; B

Szetning 2.10 1. < er refleksiv og transitiv
2. Hvis A < B og B er r.n. henholdsvis rekursiv, s er A ogsd r.n henholdsvis rekursiv.
8. K= {z;p'(x,2) |} er komplet.
4. En mengde er r.n. hvis og kun hvis den kan reduceres til K.

Bevis:

1. A< A: Lad f = 1Id daer f total og rekursivog xr € A& f(z) € A
Antag A< Bviagog B<Cviahsaerz € A< g(x) € B< h(g(x)) € C altsd A < C via
hog.

2. Antag forst at A < B via en rekursiv, total funktion f og B r.n. Da B er r.n. findes der et
i € N s& domy!(i,z) = Wl = Bdvs. x € A& f(x) € domy! < x € dom(pl o f). plofer
en rekursiv funktion og A er domanet for denne, ergo er A r.n.

Antag nu at B er rekursiv. © € A< f(x) € B< 1p(f(z)) =1, sa

L[ 1 hislgof(x)=1
A7 0 hvislgof(z)=0

altsd 14 = 1p o f hvilket viser, at A er rekursiv.
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3. Det er allerede blevet bemaerket, at K er r.n. Lad A veere en vilkérlig rekursivt numerabel
maengde A = domep}. Definer funktionen

0 hviszed
V(@) { 1 ellers

1 er rekursiv, fordi € A & ¢} = 0 sa faktisk er ¥ (z,y) = ¢l (z) — pl(z) (hvis ¢} (z) ikke
er defineret er ¥(x,y) det heller ikke). Da v er rekursiv findes der et jo € N s& ¢(x,y) =
2 (2,9) = 9 (o, 2,y) = & (1 (jou 2),y) i folge s-men sevtningen. Seet fi(z) = 5} (jo, ) st er
¥(x,y) = ¥4, (y) Man finder nu, at

x € A= Y(x,y) =0foralley = ¢¥(z,h(z)) =0= @}L(m)(h(m)) l= h(z) € K og pa den
anden side

hz) € K = ¢y, (h(2)) |= Y(z, h(x)) |= v € A Altsd A < K via h som gnsket.

4. Hvis A < K séd er A r.n. i fplge punkt 2. Hvis A er r.n. sa fglger det af punkt 3, at A < K.
O

Definition 2.11 (Det aritmetiske hierarki) lad R(z1,...,Zn, Y1, .. ,Ym) VETE €N rekursiv re-
lation. Betragt folgende opstilling:

R(x1,... ,2p) R(x1,...,xp)
E'le(CEl,... ,iL’n,yl) vle(ll, ,Sﬂn,yl)
Yy R(1, .. Ty Y1, Y2) Vi1 3y R(x1, ... Ty Y1, Y2)

i VyeIysR(z1, .o s T, y1,y2y3) Yy IyeVysR(xr, ..., Tn, Y1, Y2, Y3)

Lad X3 = 11§ = maengden af alle relationer af n variable. For k > 0 lad X} vere mengden af
alle relationer af n variable som kan udtrykkes pd formen

Elylva U kaR(xla ey s Yty - 7yk>)

bestaende of k alternerende kvantifikatorer efterfulgt af en rekursiv relation. @ = 3 eller Q =V
afhengigt af om k er lige eller ulige. Lad 11} veere den tilsvarende mengde, men hvor rekken
af kvantifikatorer starter med V. Man kan opskrive mengderne i et hierarki, hvor hver rekke af
mengder er indeholdt de efterfolgende rekker af mengder.

po= I
X7 1LY

X3 Iy

Saetning 2.12 Lad A C N" og lad n,k € N da gelder
1. A € X} hvis og kun hvis A er r.n.
2. A €I} hvis og kun hvis A € ¥
8. A €I} hvis og kun hvis A er r.n.
4. X7 og 11} er stabile mht. forening og fellesmengde-dannelse.
5

. Hvis Q1y1Q2y2 - - - QrypR(Z,7) € X} eller IIY sd geelder det samme for relationerne

Vi, < aQy1Q2y2 - - QrypR(Z, )

og
Jz; < a1 Q2y2 - - QryrR(Z, )
hvora € N og 1 <i<mn.
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Bevis:

1. A € ¥} hvis og kun hvis der findes en rekursiv relation R saddan at
(1,...,2n) € A= FYyR(z1,... , 20, Y).

R(x1,...,2n,y) definerer en rekursiv mengde B. Lad i veere indekset for en TM, som
beregner B, sé& er (21,...,%,,y) € B hvis og kun hvis der findes et ¢ sa (¢, z1,... ,2Zn,Yy) €
B"t1(i), og (z1,... ,x,) € Ahvis og kun hvis der findes t og y sa (¢, x1,... ,2n,y) € B"1(4).
A er altsa domenet for funktionen

g(xlv' .- amn) = /.LZ((ﬁ%(Z),l‘l,. .- axnaﬂg(z)) € Bn+1(i))

s A er r.n.
Antag pa den anden side at A er r.n. dvs. der findes et ¢ s A = W*. Men si gaelder

(X1,...,xn) €A Tt (t,21,... ,2y) € B"(7)

B" (i) er rekursiv, der findes derfor en rekursiv relation Rp, som definerer B™(i) sadan at
(t,21,...,2,) € B"(i) & Rp(x1,... ,2,,t) ogdermed er (x1,... ,2,) € A< FHtRp(x1,... ,Tn,t).

2. Antag at A € II}

(X1,...,2p) €EA <& VyrJya- - QurR(z1,... ,zp)
(1, 2n) ¢ A & 2(Vyr3yz - QurR(w1, ... ,7,)) altsd
(1, ,xp) €A & FyVys - —Qur—R(z1,...,2,)

Det vil sige A € X7 som gnsket.
3. folger af 1 og 2.

4. Lad A, B € 7
(1,...,2n) €A & FRa(x1,...,24,1)
(1,...,2n) € B & 3JsRp(z1,...,Zn,S)

hvoraf
(1,...,2,) € AUB < 3z(Ra(x1,... ,2n,2) V Re(21,... ,Xn,2))

og
(x1,...,2,) €EANB < 32(Ra(x1,... ,xn, fa(2)) ARB(21, ..., Tn, f2(2))).

Tilsvarende for II}}.

5. Lad A € X} og lad a € N antag for nemheds skyld, at ¢ = n (generaliseringen er oplagt).
Da gelder:

El.]?n < a’Elylva o 'kaRA('rla s Ty YLy - 7y/€)

)

Elzva ka(RA(xla ;xn—l,ﬁ%(z)7ﬂ§(z)7y2a"' 7yk) /\ﬁ21(2) < a)

hvilket viser, at udtrykket gverst er X7!. Tilsvarende er

vxn < Cﬂylvm T kaRA(:EL ey Ty Y1,y - 7yk?)

)

FyVaTys - Qur(Ra(@1, .. wn—1, B3(2), 41, 03(2),y3, - - yk) A B3 (2) < a)
Resultatet for 11} folger nu af 2. [
Definition 2.13 En mengde A € X7 ( eller IIY) er X7 -komplet (eller 117 -komplet) hvis og kun
hvis der for alle B € X7( eller II}}) geelder B <; A
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Eksempel 2.14

K er ¥}-komplet.

Relationen T'(i, z,y) < ¢'(i,x) = y er rekursiv og K = {z; T (z,x,y)} s K € ¥}. Lad B € ¥}
s er B r.n. i fglge setning 2.12 punkt 1, og dermed er B < K via h fra sztning 2.10 punkt 4.
Hvis h ikke allerede er injektiv, kan man konstruere h* som er det, og sa at B <; K via h*. Dette
gores ved succesivt at konstruere hgjere og hgjere indeks for den samme funktion ( h(z) er jo et
indeks), hvilket er muligt da alle funktioner har uendeligt mange forskellige indeks, men kan fx
bare tilfgje et band til den TM, som beregner funktionen, s har man et nyt indeks til samme
funktion?

Tot = {z;pl er total} er I13-komplet.

Tot = {x;Vy32T (2,9, 2)} € 13
Lad A € II} dvs. der findes en rekursiv relation R sa x € A < Vy3zR(z,y, z). Saet

o\ J o hvisVy <adzR(z,y,2)
¥(@,a) { 1 ellers

Relationen Yy < a3zR(z,y,z) er ¥i s den er r.n. og dermed er ¢ rekursiv (se bevis for sat-
ning 2.10 punkt 3). Lad i veere et indeks for 1. 9 (z,a) = ¢2(i,z,a) = ¢'(s1(i,z),a) per s-m-n
setningen. Szt h(w) = si(i,z) sd er Y(z,a) = ¢}, (a). Man har altsa

x € A & Vy3zR(x,y,2) < Ya(Vy < a3zR(z,y,2)) & Vay(z,a) = 0 & Vacp}b(x)(a) =0<
cp}l(z) er total < h(z) € Tot. Konklusion: A < Tot via h og jevnfer bemaerkningen fra forrige
eksempel kan man konstruere en injektiv funktion h* saledes at A <; Tot via h*.

Definition 2.15 A=B hvis A< B ogB<A

Det er nemt at se, at = definerer en aekvivalensrelation da < er refleksiv og transitiv. Klasserne
kaldes grader af uafggrlighed. En komplet maengde har altsa den stgrst mulige grad af uafggrlighed
blandt de rekursivt numerable mangder.

Da der geelder [A < B og B rekursiv hhv r.n.]= [A rekursiv hhv r.n.], kan man slutte, at hvis
en klasse indeholder en rekursiv (eller r.n.) mengde, bestar den udelukkende af rekursive (eller
r.n.) maengder.

Onsker man at vise, at et problem A er uafggrligt, er den mest oplagte made at reducere
standsningsproblemet til A dvs. vise, at K < A. Hvis A ogsa er r.n. har man samtidig vist, at A
er komplet.

Indeholder alle uafggrlige problemer standsningsproblemet? Spgrgsmalet er kendt som Post’s
problem, og kan ogsa formuleres: Findes der en klasse, som ikke er rekursiv, og som har lavere
grad end klassen, der indeholder K. Eller: er enhver rekursivt numerabel maengde, som ikke er
rekursiv, komplet.

Svaret er nej, der findes rekursivt numerable mzengder som ikke er komplette. > Man har altsi
ikke den modsatte implikation ( A uafgerlig = K < A).

Ise [HR67| p.83 for den preecise konstruktion af h*.
2se [HR67] p.106
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Chapter 3

(Godels ufuldsteendighedssaetninger

I 1910 udkom Whitehead & Russels omfattende veerk Principia Mathematica. Et af malene var
en fuldsteendig formalisering af aritmetikken forstaet pa den méade, at man ved udelukkende at
arbejde i et symbolsprog og med ganske fa interaktions- (eller deduktions-) regler kunne fjerne al
semantik fra den matematiske bevisfgrelse. Et sddan symbolsprog med deduktionsregler kaldes et
logisk system.

Hypotesen var, at man i det logiske system, pa grundlag af Peano’s aksiomer for aritmetikken,
kunne vise alle teoremer indenfor denne. Man troede med andre ord, at systemet var komplet det
vil sige, at for ethvert udsagn F' skulle man enten kunne udlede F eller —F i systemet.

Mange matematikere troede at en sddan aksiomatisering var mulig, ikke blot for aritmetikken,
men for hele matematikken, og flere arbejdede pa at bevise det. I 1931 udkom imidlertid Godels
artikel “Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme”,
som en gang for alle fastslog projektets umulighed. Godel viser nemlig i sin fgrste ufuldsteendighedssaet-
ning, at ethvert aksiomssystem (ogsé kaldet teort) for aritmetikken, som opfylder, at men effektivt
(i.e. rekursivt) kan afggre, om et givet udsagn er et aksiom eller ¢j, ikke kan vzere komplet. T sin
anden s@tning giver han et eksempel pa et uafgerligt udsagn, altsd et udsagn, som opfylder at
hverken det selv eller dets negation kan vises i systemet.

Jeg har i dette afsnit forudsat, at leeseren kender til modelteori og fgrsteordens logik, men for
en ordens skyld vil jeg alligevel definere de begreber, der bliver brugt, da der kan veere forskel pa,
hvad forskellige leerebgger kalder tingene. Dog vil jeg ikke give ret mange eksempler.

Definition 3.1 Et forsteordens sprog er en maengde bestiende af

o en numerabel mengde af variable {vy,v1,ve,...}

parenteserne ) og ( og de logiske konnektiver —,V, A\, =, < og kvantorerne V,3

En mengde of symboler for konstanter.

1 2 3
n1?JdngrIngs

..}, hvor n; > 1 angiver hvor mange

En mengde af symboler for funktioner {
variable funktionen tager.

RS

nss - 1o hvor n; > 1 angiver hvor mange

En mengde of symboler for relationer {R}ll,RfLQ,
argumenter relationen har.

De to fgrste punkter er feelles for alle forsteordens sprog, mens de tre sidste varierer og kan veere
den tomme mangde.

Definition 3.2 Mengden af led i et sprog L er den mindste mengde, som opfylder

e Den indeholder mengden af variable og symbolerne for konstanter
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e For hvert symbol for en funktion er den stabil overfor operationen:
(x17x2; s ?Ini) = fTiLj(Il’IQ’ s 71'71/7:)

Definition 3.3 Ladtq,... ,t,,

, veere led og R; veere et symbol for en relation, da er Rf”tl, R
en atomisk wf.

i

Definition 3.4 Mengden af wf’er (wellformed formula) er den mindste maengde, som opfylder
e den indeholder alle de atomiske wf’er
e den er stabil overfor -, V,\,=,&
o for ethvert naturligt tal n og enhver wf F' er Yv, F' og Fv, F ogsd wf er.

Definition 3.5 En fri variabel er en variabel som hverken er bundet af en alkvantor eller af en
eksistenskvantor.

Definition 3.6 En lukket wf er en wf uden frie variable.

Definition 3.7 En teori er en mengde af lukkede wf’er.

3.1 Peano’s aksiomer

Til det logiske system hgrer forst og fremmest de logiske aksiomer og deduktionsreglerne, som er
feelles for alle fgrsteordenssprog og alle teorier.

Definition 3.8 Lad L vere et forsteordensprog og B,C, D wf’er i L. De logiske aksiomer er
folgende:

Ly YvgB(vg) = B(t), hvort er et led og ingen variabel i t i forvejen er bundet, der hvor t indscettes.

Ly Yuo(B = C) = (B = YuoC) hvis vg ikke optreder frit i B.

L3 Alle wf’er, som opndes ved at erstatte variable med wf’er i en tautologi fra propositionel kalkyle.
For at forstd meningen med Lq, hjzlper det nok at se dette eksempel:

Eksempel 3.9

Betragt fglgende wf:
Yoo Iy (vi = vo V v? + vy = 0)

Denne wf er sand i de reelle tal, men hvis man fandt pa at sette vo = v? + 1 kunne man udlede
Juy (v3 =v? + 1Vl +0vi+1=0)

hvilket ikke geelder i de reelle tal. Derfor forbeholdene i aksiomet L.

Definition 3.10 Deduktionsreglerne er folgende

MP Modus ponens: Af B og B = C far man C

GEN Generalisation: Af B far man Yv, B, hvor n € N

Definition 3.11 Et formelt bevis ud fra en teori T for en wf F i det logiske system er en endelig
folge G1,Gs, ... G, sidan ot G, = F og for hvert i <n er G; enten

1. et logisk aksiom

2. enwfi T
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3. udledt of G;,Gy, j, k <1 ved hjelp af en af deduktionsreglerne

Huis der findes et bevis for F ud fra en teori T skriver man T = F og F kaldes da et teorem i T.

Definition 3.12 En teori T siges at vere komplet hvis der for enhver wf F gelder enten T + F
eller T+ —-F

Definition 3.13 En teori T siges at vere konsistent, hvis der for alle wf’er geelder enten T ¥ F
eller T¥ —F

Desuden er deduktionslemmaet overordentligt nyttigt

Lemma 3.14 (Deduktionslemmaet) Lad T vere en teori og B en lukket wf, da geelder T +
B = C hwvis og kun hvis TU{B}+ C

Se [Men97] p.74 for bevis.
Eksempel 3.15

Hvis T er inkonsistent vil T'+ G for alle wi’er G Der findes nemligen wf F's&a T+ Fog T - —F
dermed ogsd T+ F'A—F. Lad G veere en vilkarlig wf. F'A—F = G er en tautologi, s& ved modus
ponens fas T + G.

Peano’s aksiomer er en teori i sproget £4 = {0,5,+, x,=}. Her er 0 et symbol for en konstant,
5 et symbol for en funktion af en variabel og +, X symboler for funktioner af to variable. Disse
symboler har ikke noget af ggre med det szedvanlige nul, plus eller gange-tegn, men det er klart
at symbolerne er valgt pa denne made, fordi de, nar de tolkes som de “rigtige” nul, plus og gange
i N og nar § tolkes som successorfunktionen, giver en model for Peano’s aksiomer. Lighedstegnet
er underlagt nogle faste normer og kan kun tolkes som det ssedvanlige lighedstegn.

Peano’s aksiomer

(Al) Yvg—svg = 0

(Ag) Vugdug (_\1}0 =0= Svp = 1}0)

(Ag) YoV, (51)0 = 5VU] => Vg = Ul)

(A4) vav0¥0 = Vo

(A5) VUQV’Ul’U()-T-g’Ul = 5(’1]0;’[]1)

(A()) V’U()’U()io =0

(A7) YooVuiv9 X 501 = (U())_(Ul)‘T‘Ul

(IS) [F(0) AVuo(F(vo) = F(5v0))] = Yoo F (vg),

hvor F(uvg) er en vilkarlig wf i £ 4 med vy som fri variabel

Lad {A1,...,A7,1S} = P IS star for induktionsskema. Da man i IS kan indsatte en vilkarlig
wf er Peano’s aksiomer en uendelig teori. Pa den anden side er det nemt at afggre, hvorvidt en
wf er et aksiom eller ej, ved at undersgge om det enten er et af aksiomerne A; — A7 eller om den
har formen IS. Det virker klart, at der ma findes en algoritme som svarer pa dette spgrgsmal, og
det skal da ogsa vise sig, at der findes en rekursiv funktion, som afggr, om en wf tilhgrer P eller
ej. Som allerede neevnt er (N, 0, s, +, x) , hvor s er successorfunktionen og 0 er det rigtige nul og
+, x de szedvanlige funktioner “plus” og “gange” en model for P. Jeg vil i det fglgende ngjes med
at skrive N = P for at udtrykke dette.

Man far brug for endnu et resultat fra modelteorien, nemlig Godels fuldstaendighedssaetning

Seetning 3.16 (fuldstzendighedssaetningen) Lad F vere en lukket wf og T en teori i et sprog
L s geelder: T & F hvis og kun hvis, der for enhver model M for T gelder M = F

Bevis: Se [Men97] p. 91.
Og her kommer et eksempel pa, hvordan systemet fungerer:
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Eksempel 3.17 P I Yug0+vy = vy

1.)V’Uo’l}0 (_) = V9 A4

3 )VoeVurvp+5v1 = 5(vgtv1) As

4)0%vo = o HYP
5.)0;5@0 = 5(6;00) A5,L1
6.)0+35v9 = 50y 4.,5. linie
7.)A= (B= AADB)

8.)Vuo (0+vg = vg = 0+5vg = Svg) 4.,6., deduktionslemma, GEN
9)()—7‘6 =0 ((VUO(G‘T_UO = UQ) = 6—T—§v0 = 51)0)

= (G-T-G =0A \V/Uo(()—T—’UQ = vy = ()—T—g’UO = EUQ))) 7., L3

10)6;6 = (_) A V’U()(G‘T”U() = Vg = ()‘T‘gvo = 51}0) 2., 8., MP, MP
11.)V'U()(_)-T-’U() = Vo ].07 15

I dette eksempel beskrives hvert skridt i beviset, denne form for bevisfgrelse bliver de fleste
nok hurtigt treette af. Pointen med ovenstaende eksempel er at demonstrere, at bevisfgrelsen rent
faktisk foregar fuldsteendigt automatisk, og uden videre ville kunne udfgres af en maskine. Hvis
man tillader sig at veere lidt mindre stringent, kan man rimeligt hurtigt vise, at + er kommutativ
og andre lidt mere interessante resultater. Man kan i princippet vise alle kendte satninger i arit-
metikken p& denne méade, selv om det nok ville tage lang tid at vise Fermat-Wiles satning.

Lad Py veere teorien som bestar af aksiomerne Aq, As,...,A7. Py har den fordel frem for P, at
det er en endelig teori, men bortset fra det, er den meget “svag”, man kan ikke engang vise at +
er kommutativ.

Definition 3.18 initial segment
Lad M 0g N veere to modeller for Py og antag, at N er en delstruktur of M. Man kalder N et
initial segment af M , hvis der geelder for alle a € N og b € M:

1. hwis MEb<adaerbeN
2. hvis b ¢ N sd geelder der M |=a <b

Her er a < b en forkortelse for Jc(c+a = b)
Lemma 3.19 Lad M vere en model for Py, si er (N,+, x,0) et initial segment for M.
se [Las94] p.74 for bevis.

Lemma 3.20 Lad T veere en teori med Py C T, da er N initial segment for enhver model M for
T.

Bevis Antag, at M = T. Da Py C T er M specielt model for Py. I fglge lemma 3.19 er N
initial segment for enhver model for Py, altsd N er initial segment for M som gnsket. O

Definition 3.21 En wf F siges at vere X1 (jenvfor det aritmetiske hierarki) hvis F er pé formen
oG, hvor G er en wf uden kvantifikatorer.

Lemma 3.22 Lad F vere en wf som er $1 og lad N veere et initial segment af M, da gelder
(N F) = (M E F)

Bevis F er pé formen JugG, det vil sige, der findes a € N s& N |= Gla/vo]- Da N er et initial
segment af M, er N specielt en delstruktur, dvs a € M, og dermed har man M = Gla/vo] altsa
MEF. O
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Saetning 3.23 Lad T veere en teori og F en wf som er 1. Huis N er initial segment for enhver
model for T' geelder der:
(NEF)=(THF)

Bevis I folge fuldsteendighedssaetningen er det nok at vise, at M |= F for alle modeller M for
T. Lad der veere givet en model M for T. Per antagelse er N initial segment for M, sa i fplge
lemma 3.22 er M = F. O

Korollar 3.24 Lad F vere en wf, som er X1, da geelder
NEFs PRHF

Bevis Implikationen fra venstre fplger af ssetningen ovenfor, da N er initial segment for enhver
model for Py (lemma 3.19). Den anden implikation fglger af fuldstaendighedssaetningen da N jo er
model for Py. [

3.2 Repraesentation

Definition 3.25 Lad f vere en funktion fra N° — N og Flvg,v1,...,v,] en wf. Men siger, at
Flvg,v1,... ,vp| repraesenterer f ien teori T C Py, hvis der for alle (n1,nq,... ,n,) € NP gelder:

T =Yoo (Flvo,ny, - yn,] € vo = f(ng,...,np))

Hvor n er en forkortelse for leddet 55...50.
—

n

Det vil sige, hvis M er en model for T og vy et element, som opfylder F', si er vy fortolkningen
af leddet f(n1,...,n,), altsd der er netop et element, som opfylder F.

Eksempel 3.26 o Successor-funktionen kan representeres af vy = Svq.
Py H V’U()(’UQ =8sn; < &)
skal veere opfyldt. Per definition er

sn;=55...50 09sn1 =n1+1=35s5...50

ni+1 ni+1
sd resultatet er trivielt.
e Den konstante funktion kan representeres ved vy = n.

e Projektionerne Plf(nl7 ...,np) =ny; kan representeres ved vy = v;
Faktisk geelder der:

Seetning 3.27 (Reprasentationssatningen) Alle totale,rekursive funktioner kan represen-
teres i T af en wf som er Xq, hvor T er en vilkdrlig teori, som indeholder Py.

Bevis Se [Las94] p.77 og 96

Definition 3.28 En mengde A C NP siges at veere repraesenteret i T D Py af en wf Flvy,... ,vp)
huis der for alle (nq,...,np) € NP gelder

e (n1,...,n) €EA=TE Flny,...,n)

e (n1,...,np) ¢ A=>TEFFng,...,n)
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Bemark, at det ikke er ekvivalent med (ny,...,n,) € A< TF Fny,... ,n,] idet negationen af
Tk Flng,... ,n,lec T¥F Fng,...,n,.

) Zp

Lemma 3.29 En mengde A C NP kan representeres hvis og kun hvis dens indikatorfunktion kan
representeres.

Bevis: Hvis F repraesenterer A, vil denne wf

(F['Ul,... ,Up} /\1)() = 1) V ("F['Ul,... ,’Up] /\7}() = 0)
repreaesentere 14. Omvendt, hvis Glvg, v1, . .. , v, repraesenterer 14, sa vil G[1,v1, ... , vp] repraesen-
tere A, fordi,

Py FYoo(Gloony, - - - ,n,] € vo = la(ng, ... ,np))

Substituer vg med 1 s& fas
Py (G[lny, ... ,n,) & 1a(ng, ... ,ny) = 1)
S& hvis (n1,...,n,) € Adaer 14(ng,...,np) =1sada
PoF1=1

fglger ved modus ponens at

PU H G[l,ﬂh... ,@p}.

Hvis (m1,... ,m,) & Aer 1a(my,... ,m,) =0 og da
PoF140

felger ved modus ponens, at

Py =G[Lmy, ... ,m,].

O

Da en maengde er rekursiv netop nar dens indikatorfunktion (som altid er total) er rekursiv,
geelder altsa:

Saetning 3.30 Hvis A C NP er rekursiv, da kan A representeres i T O P.

3.3 Godelnumre

Ligesom Turingmaskinen blev kodet ved hjzlp af de naturlige tal, kan man ogsa kode hele syntaxen
for det logiske system. Disse koder kaldes Gédelnumre. Der findes mange forskellige mader at
kode syntaxen pa, men dette har ikke den store betydning, det interessante er, at det kan lade
sig ggre, og at man pa denne made far en maengde af naturlige tal, som svarer til fx maengden af
wf’er i £4. Hvis denne maengde er rekursiv, sd har man en algoritme til at afggre, om en fglge af
symboler er en wf eller ej.

Et af hovedresultaterne i dette afsnit er netop at vise, at maengden af wf’er som kan bevises i
en teori T, er rekursiv. Kun Gédelnumrene for sproget £ 4 vil blive defineret her. Man far brug
for funktionerne o, og 3¢, som blev defineret i 1.7.

Definition 3.31 Gddelnummeret for et led t noteres #t og er defineret ved

hvist=0 #t = a3(0,0,0)

hvis t = vy, #t = a3(n+1,0,0)
hvis t = gtl #t = a3(#t17 07 1)
hvis t = t1+to  #t = ag(#t1, #to,2)
hvis t =ty Xty #t = as(#ty, #t2,3)
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Lemma 3.32 Mengden Led = {#t; t er et led i L4} er rekursiv

Bevis Det skal vises, at indikatorfunktionen f for maengden Led er rekursiv. f kan defineres

ved

f0)=7(1)=1
hvis B3(2) = @) =0 f(z) =1
hvis 33(x) =0 og B3(z) #0 f(z)=0
hvis B3(z) =1 og B3(x) #0 f(z)=0
hvis 33(z) =0 og F3(x) =1 f(z) = f(B5(x))
hvis 33 (z) € {2,3} £(B3(x)) f (65 ()
hvis 33(x) > 3 fx)=0

Bemeerk, at for z > 1 er 3%(z) < z thi per induktion:

for x =2 er Bi(z) = f2(z) =1 0g B3(x) =0

Antag nu, at Bi(n) < n for i = 1,2,3. Per konstruktion af 8 — funktionerne gelder der
Bi(x) =z eller Bi(x) =z + 1 for alle z, s&

Bi(n+1) < Bi(n)+1<n+1
f er derfor veldefineret, og da [-funktionerne er rekursive, er f rekursiv. [J
Definition 3.33 Lad t1,ts vere led. For en wf F er Godelnummeret:

hvis F' = tl = tQ #F = Olg(#tl, #tg, 0)
hUiSFE_'Fl #F:ag(#Fl,O,].)
hvis F = F1 NFy  #F = as(#F1,#F5,2)
h'U?;SFEFl\/FQ #F:ag(#Fl,#FQ,?))
hvis F = F;, = Fy #F=a3(#F1,#F2,4)
hvis ' = F; & Iy #ang(#F1,#F2,5)
hvis F = Vv, Fy #F = as(#F1,n,6)
hvis F' = Jv,, F; #F = az(#F,n,7)

Lemma 3.34
WF ={#F;F erenwfils}

09
AX = {#F; F er et logisk axiom }

er rekursive.
Beviset er fuldsteendigt magen til fgr, hvor man deler op efter tilfzelde.

Lemma 3.35 Der findes to rekursive funktioner Subs; og Subsy sidan at hvis t og u er led og F'
er en wf da gelder for alle n

Subsi(n, #t, #u) = #Hug/y,
0g
SUbe(nv #tv #F) = #Ft/’vn

Givet et n og givet Gédelnumrene for ¢ og F' beregner Subs; altsd Godelnummeret for wf F,
hvor alle frie forekomster (hvis der er nogen) af v,, er erstattet med ¢. Subs; gor det tilsvarende
for et led, her er alle forekomster for v, dog automatisk frie.

Bevis:
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Jeg vil ngjes med at vise resultatet for Subs;, da beviset for Subs; nzesten er magen til. Definer

hvis 83(z) = 0 og = # az(n +1,0,0) Subs;(n,y,z) ==z

hvis B3(x) =0 og * = az(n +1,0,0) Subsi(n,y,z) =y

hvis B3(x) =1 og B3(z) =0 Subsi(n,y, ) = az(Subs(n,y, £i(r)),0,1)

hvis 33(x) € {2,3} Subsi(n,y, x) = az(Subs(n,y, 3(x)), Subsi(n,y, 52(z)), 33 (x))
ellers seettes Subsi(n,y,z) =x

Subs; er veldefineret, for hvis x = 0 er x = @3(0,0,0) og hvis * = 1 er z = 3(1,0,0) i begge
tilfeelde er 33 (z) = 0, og i dette tilfaelde er giver definitionen af Subs; ingen problemer Da man
ved, at Bi(z) < x for > 1 er de andre tilfzelde ogsa veldefinerede, og da Subs; bestar af rekursive
elementer, er funktionen rekursiv. [J

Definition 3.36 Lad T wvere en teori og lad Th(T) = {#F; F er en lukket wf og T - F}. Man
siger da at

o T er rekursiv, hvis mengden #T = {#F;F € T} er rekursiv.

o T er afgorlig, hvis Th(T) er rekursiv.
Eksempel 3.37 Enhver endelig teori er rekursiv.

Lad T = {F\, F,,... , F,} veere en endelig teori. #7T er da en endelig delmaengde af N og i fglge
eksempel 1.6 er enhver endelig mangde rekursiv.

Szetning 3.38 P er en rekursiv teori.

Bevis: Ligesom ved maengderne Led og WF kan man ved opdeling i tilfalde se, at masngden
® = {(#F,n); F er en wf hvori v,, har en fri forekomst } er rekursiv. Desuden bemerkes det, at
Py er rekursiv da det er en endelig teori. Man mangler altsd kun at vise, at det kan afggres
rekursivt, om et givet naturligt tal er Godelnummeret for en wf er pa formen IS. Lad derfor n € N
veere givet. Der skal forst og fremmest geelde, at

dk,j <nlk e WF A (k,j) € ®)

lad
Subsy(j,#0, k) = Subs(4,0,k) =nq
Subsy(j, #5v;, k) = Subs (4, as(as(j +1,0,0),0,1),k) = nq
Subsy(k, j,6) = ns

Man kan nu nemt opskrive hvad det vil sige at veere pa formen IS:
is(k) = az(az(ni, az(az(k,n2,4),5,6),2),n3,4)

For at opsummere har man altsd: n € P hvis og kun hvis n € Py eller 3k, j < n(k € WF A (k,j) €
®An=is(k)) O

Alle de teorier man sazdvanligvis arbejder i er rekursive, for hvis en teori ikke er rekursiv,
betyder det (under Church’s tese) at man ikke har en effektiv made til at afggre, hvorvidt en wf
er et aksiom. Men hvis man ikke kan afggre dette, kan man heller afggre, hvornar man har et
bevis! De ikke-rekursive teorier er med andre ord ikke saerligt interessante i praksis. Derimod er
der mange “naturlige” eksempler pa wuafgorlige teorier.

Eksempel 3.39 Lad T vere en konsistent teori som indeholder Py, da er T uafgorlig.

At T er uafgerlig vil sige at Th(T) = {#F; F er en wf og T - F} ikke er rekursiv. Antag at T er
afggrlig, si er maengden

© = {(m,n);m = #F[vg] NT F F[n] for en wf F}
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rekursiv.
B={neN;(nn)¢o}
er derfor ogsa rekursiv, og da T 2 Py findes der en wf G[vg] som repraesenterer B dvs
n€eB=TFG[n]ogn¢ B=THF-Gn]
Lad #Glvg] = a si far man
a € B=TFG[a] = (a,a) €O
hvilket er i modstrid med ovenstaende da
a€ B=(a,a) ¢ 0O

08
aé¢ B=TF -Gld|

hvilket betyder at T' er inkonsistent, da
a¢ A= (a,a) € @ =T+ Gla].
Konklusion: Th(T) er ikke rekursiv. O

Definition 3.40 Lad S betegne meengden af endelige folger af naturlige tal. Definer :S — N
ved

Qz1,22,. .. ,2p) = w(0)w(1)*2 - - - w(p)®r
(hvor m(i) er det i + 1’te primtal). For den tomme folge () settes
Q) =0
Endvidere defineres § : N> — N ved
8(i,x) = pz < x(x er ikke delelig med m(i)**!)
0(i,x) giver altsd eksponenten til 7 (i) i primoplgsningen af . Det ses, at § er rekursiv, da 7 er

rekursiv og euklidisk division er rekursiv (se [Men97] p. 177 og 179).

Man kan nu definere Godelnummereringen for beviser:
Lad d = (F4,... , F,) vere en folge af wf’er i £4. Man noterer ##d = Q(#F1,... ,#F,). Hvis
d er et bevis for F,, (se definition 3.11) er #+#d altsd Godelnummeret for beviset.

Seetning 3.41 Lad T vere en rekursiv teori, da er mengden
Bev(T) = {(n,m);n = #F hvor F er en wf m = ##d hvor d er et bevis for f i T}
rekursiv.
Bevis: Lad lg(m) veere defineret ved
lg(m) = pk < m(n(k) ikke gar op i m)

lg er rekursiv og giver lengden af folgen d. (7(i) er det ¢ + 1’te primtal)
(n,m) € Bev(T) hvis og kun hvis fglgende tre betingelser er opfyldt:

1. For alle i <lg(m) er §(i,m) € WF

2. 5(lg(m),m) =n

3. Vi <lg(m) skal der galde en af folgende:
o 6(i,m) € Ax U#T
e Jj <idp<m:d(i,m)=as3(d(j,m),p,6) [GEN]
o Jj,k <i:d(j,m)=az(6(k,m),d(i,j),4) [MP]

Betingelse nr 1 sikrer, at m er Gédelnummeret for en fplge af wi’er. Betingelse 2 sikrer, at det
sidste led i fplgen er F' (hvor #F = n). Betingelse 3 sikrer, at fplgen opfylder definitionen pa et
formelt bevis (se definition 3.11).

Betingelserne bestar af rekursive elementer, s Beuv(T') er rekursiv. [
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3.4 Godels ufuldstaendighedsszsetninger

Der findes mange forskellige udgaver af ufuldsteendighedssztningerne. Nogle udgaver (herib-
landt Godels oprindelige) bruger begrebet w-konsistens. Jeg vil her vise to udgaver; dels Godels
oprindelige og dels en udgave som ogsa kaldes Gédel-Rossers setning og som kun kraever at teori-
erne er konsistente, hvilket er en svagere betingelse end w-konsistens. Det er en mere generel
udgave, end Godels oprindelige setning, idet den omhandler en stgrre klasse af teorier.

Forst et par lemmaer.

Lemma 3.42 Lad T O Fy veere en rekursiv teori og F en wf da gelder
T+ F hvis og kun hvis N |= JyBevr[#F, y]

hvor Bevr er en wf som repraesenterer Bev(T)

Bevis: Antag T+ F, dvs der findes et bevis for f i T. Antag ##d = n si har man
(#F,n) € Bev(T) s& per repraesentation har man T+ Bevr[#F,n]. Bevr er rekursiv og dermed
specielt repraesenteret i Py sa N |= JyBevr[#F,y]. Antag omvendt, at N = IyBEVr[#F,y]. Da
JyBevr[#F,y] er ¥ folger det af szetning 3.23, da N er initial segment for enhver model for T at
T+ 3yBevy[#F,y] O

Lemma 3.43 Lad A C NP og lad T O Py veere en rekursiv og konsistent teori. A kan da represen-
teres i T hvis og kun hvis A er rekursiv.

Bevis: Hvis A er rekursiv, findes der i fglge repraesentationssaetningen en wf Flvy,... ,v,] som
reprasenterer A1 7T.
Antag pa den anden side, at A er reprasenteret af Flvy,... ,v,] dvs

(n1,...,np) €A = TFFng,...,n
(N1, np) A = TE=Fng,...,n)

Sa af det forgdende lemma fas

(n1,...,np) €A & N JyBevr[#F[ny,...,n,,y]
(n1,...,np) ¢ A & N JyBevr[#-Fny, ... ,n,,yl

Altsd hvis

(n1,...,np) € Afindes der et m € Nsa (#F[n,,...,n

o, m) € Bev(T)

og hvis
(n1,...,mnp) ¢ A findes der et m € N sa (#-F[ny, ... ,n,],m) € Bev(T)
Bev(T) er rekursiv, s maengderne
B ={(n1,...,np); Im(#F[ny,...,n,],m) € Bev(T))}
og
C={(ny,...,np); IMFHFlny,... ,n),m) € Bev(T))}

er rekursivt numerable (setning 2.12 punkt 1). Det fremgéar, at B = A og C = A. A og A er
altsé begge rn. s A er rekursiv (lemma 2.3) O

Definition 3.44 A C NP siges at veere svagt repreesenteret ¢ T', hvis der findes en wf Flv1, ... ,vp)
sa

(n1,...,np) €A TEFlng,...,n,

I modsatning til nadr A er repraesenteret, har man altsa ikke

(n1,...,np) ¢ A=THF-Fn,,...,n

p]
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Definition 3.45 FEn teori T siges at vere w-konsistent hvis der for enhver wf Flug] gelder: For
alle n € N T+ =F[n] medfprer T ¥ JyF[y]

Bemaerk, at hvis N er model for T" sa er T' w-konsistent.

Lemma 3.46 Lad T O P, veere en rekursiv og w-konsistent teori og lad A C NP, da geelder: A er
r.n. hvis og kun hvis A er svagt representeret i T.

Bevis Antag at A er svagt repraesenteret af Flvq, ..., v,] altsi
(n1,...,np) €A TE Fln,...,n)

hvilket i fplge lemma 3.42 er ensbetydende med
N ': EyBQUT[#F[ﬂh s 7@1)]5 y]
altsa der findes m € N sa (#F[ny,... ,n,],m) € Bev(T), dvs

A={(n,...,np);IM(#F[ny,... ,n

P

],m) € Bev(T)}

som ses at veere r.n.
Antag pa den anden side, at A er r.n. s findes der en rekursiv relation R s

(n1,...,np) € A THR(n1,... ,np,t).
Lad Rlvi,... ,vp,y| repreesentere R 17T, altsé

R(ni,... ,np,t) = TFRMny,...,n,t

)’ —=pr =

—R(ny,...,np,t) = TF=Rn,. .., 0,1
Malet er at vise, at wf JyR(v1,... ,vp,t) svagt repreesenterer A i T. Man har
(n1,...,np) € A= FHR(N1, ... ,np,t)

dvs der findes t € N sd N = R[ny,...,n,,1 og dermed N = FyR[n,,...,n,,y| som i folge

?—=pr=

lemma 3.23 betyder at T - JyR[ny,... ,n,,y| Altsi
(n1,...,np) € A= TF R[Ny, ... ,n,, Yl

Hvis omvendt (ni,...,n,) ¢ A sa gelder for alle t € N at T' = =R[ny,... ,n,,t], sd da T er
w-konsistent har man som gnsket T'¥ JyR[n,, ... ,n,,y|. Altsa

(n1,...,np) €A TF R[Ny, ... ,n,, Y]
]

Seetning 3.47 (Godels forste ufuldstaendighedsssetning) Lad T vere en rekursiv, w-konsistent
teori som indeholder Py. T er da ikke komplet, specielt er P ikke komplet.

Bevis Betragt fra standsningsproblemet K = {z;¢.(z) |}. K er r.n men ikke rekursiv. Der
findes derfor en wf F[ug] som svagt repraesenterer K i T.

ne€ K < TF Finj

Til gengeeld findes der ikke nogen wf, som representerer K, da K ikke er rekursiv. Man har med
andre ord ikke n ¢ K = T + —F[n] for alle n. Der findes altsd et naturligt tal m, s& m ¢ K og
T ¥ —F[m] og da m ¢ K har man samtidig T ¥ F[m]. F[m] er altsa en uafggrlig wfi T O

Da der for en wf F altid gzlder enten N | F eller N = —F, viser Godels forste ufuld-
steendighedssaetning, at der findes gyldige sztninger i aritmetikken, som man ikke kan bevise
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i det formelle system, i hvert fald ikke med de aksiomer man har defineret. Det er selviglgelig

neerliggende at spgrge, om problemet kan lgses ved at tilfgje nye aksiomer. Og det kan det egentlig

godt, man kan jo veelge teorien Th(N) = {#F; F er en wf og N |= F'} som aksiomer, den er kom-
plet, men den er imidlertid ikke rekursiv (i folge ufuldstzendighedssaetningen), og lgser derfor ikke

det oprindelige problem, nemlig at, formalisere aritmetikken, sddan at det at lave beviser kan ggres

helt mekanisk. De eneste teorier der duer til dette formal er de rekursive, og disse er inkomplette ,

hvis de er w-konsistente. Ikke bare findes der seetninger, som man ikke kan fa en (Turing)-maskine

til at vise; man kan heller ikke afggre (rekursivt) om en given wf er uafggrlig, da Th(T') er uafggrlig
(eksempel 3.39). Som med standsningsproblemet, kan man konkludere, at der ikke findes nogen

(Turing)-maskine, som givet en teori og en wf, kan afggre om denne wf er et teorem i den givne

teori.

Faktisk gaelder ufuldsteendighedssatningen ogsa med den svagere betingelse, T konsistent:

Satning 3.48 (Godel-Rosser) Lad T vere en rekursiv og konsistent teori, som indeholder Py.
T er da ikke komplet.

Bevis: Forst vises, at hvis T er rekursiv og komplet, si er T afgorlig, altsd Th(T') er rekursiv.
Bemerk, at Th(T) er r.n. fordi

n € Th(T) & n € WF A3Jm((n,m) € Bev(T)).

P

Hvis komplementet til Th(T') ogsa er r.n. folger det, at Th(T) er rekursiv. Da T var antaget
komplet har man
n¢Th(T)eng¢ WFVas(n,0,1) e Th(T)

hvor as(#F,0,1) = #-F. Men da man allerede ved fra eksempel 3.39 at Th(T) er uafggrlig, kan
T ikke veere komplet. [

Betingelsen Py C T er ngdvendig for at sikre, at teorien er tilstrackkelig staerk til, at de rekursive
funktioner kan repreesenteres i den.
Godels fgrste ufuldstaendighedssaetning siger intet om, hvad det er for wf’er, man ikke kan afggre,
og om disse overhovedet har nogen betydning. Den anden ufuldsteendighedssatning, som kommer
om lidt, giver svaret pa dette.

Lemma 3.49 Huis F er en lukket wf, som er X1 og T O Py en rekursiv teori, da gelder
P+ F = JyBevr[#F,y]
Bevis: Se [Las94] p98 ff.

Definition 3.50 Funktionen Neg: N — N er givet ved

e hvis n er Godelnummeret for en lukket wf F, sd er Neg(n) = a3(n,0,1) dvs Gidelnummeret
for =F

e cllers er Neg(n) =0

Neg er oplagt rekursiv. Lad Neg[vg,v1] veere en wif, som repraesenterer Neg. Betragt nu for
T DO P, rekursiv:

Kons(T) = —3vyFvy FveFuz (Bevr[vg, va] A Bevr vy, vs] A Neglvo, v1])

Kons(T) er en wi,som i det logiske system udtrykker konsistensen af en teori T. Kons(T) er
netop et eksempel pa en uafggrlig wfi T, idet

Saetning 3.51 (Godels 2. ufuldstzendighedsssetning) Lad T vere en konsistent, rekursiv teori
som indeholder P, da gelder T ¥ Kons(T)
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Bevis: Bemark forst, at T ¥ ~Kons(T), for hvis det var tilfzeldet, at T = = Kons(T') ville det
betyde, at der fandtes en wf F' |, s& T F JugBevr[#F,vo] og T + JviBevp[#-F,v1] og dermed
N |= JuoBevr[#F, vo] og N |= Jvy Bevr[#-F, vy], der findes altsa ny og ny sa (#F,n1) € Bev(T)
og (#-F,ny) € Bev(T) dvs T+ F og T F —F, s3 T er inkonsistent.

Definernu g : N — N

#F[n] hvis n = #F|v] hvor F' er en wf
(n) =
0 ellers

g er rekursiv, s g repracsenteres af en wf 1 (vg, v1). Det vil sige for alle n € N:

T F Yoy (¥(n,v1) < v1 = g(n))

Betragt nu
g(vo) = FvyFva(Bevr(vy,v2) A (v, v1))

Bemsrk, at hvis #G[vg] = n for en wl Glug] har man N = e[n] hvis og kun hvis G[n] kan bevises
i T, fordi N |= ¢[n] betyder, at

N E ¢(n, g(n)) A FveBevr[g(n), vo]

og g(n) = #G(n) sa N = JueBevr[#Gn|, v2]. Hvis pa den anden side N = —¢[n] dvs

N E Vv Vo (=Bevr[vy, va] V —tb[n, v1])

Altsa enten er v; # #G|n] eller ogsa gaelder for alle d € N at (#G|n],d) # Bev(T).
St #-elvg] = a og g(a) = b, husk at g(a) = #-¢la]. Jeevnipr ovenstaende bemeerkning, er

N |= ¢[a] & FviBevr[b, v1]
og da denne wf er ¥
T F ela] & JviBevr[b, v1]

Hvis man kan vise, at

{ T+ —ela] (1)
TF Kons(T) = —ela] (2)

folger det, at T ¥ Kons(T) da man ellers ville have T ¥ —¢[a] og T + —¢[a] samtidigt. (1) Antag
T F —¢la] og lad ¢ veere Godelnummeret for et bevis i T for —e[a]. Man har da (b, ¢) € Bev(T) sa
T+ Bevrlb, c] og dermed T + Jvy Bevr[b, v1] s& da

T F ela] < JviBevr[b, v1]

har man T + e[a] hvilket strider mod konsistensen af T'. (2)Det skal vises, at T F ¢[a] = —Kons(T)
Lad P’ = PU{¢ld]}. Da
Py ¢la) & Fui Bevr[b, v1]

tas
P’ + v Bevrb, v1] (%)

ela] er en lukket wi som er 3, sa i fglge lemma 3.49 geelder:

P I ¢la] = FvaBevr[b, #¢lal]

seet #ela] = d.
P’ + JuyBevr|d, va)

som sammen med (x) giver

P' + Jvy Bevr (b, v1] A JvaBevr|d, va] A Neglb, d]
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Altsa P’ + —Kons(T) sa per modus ponens
Pt ela] = —Kons(T)

(]

Man kan altsa konkludere, at der findes mindst en model M for P som opfylder M = - Kons(P)
(konsekvens af fuldsteendighedsseetningen). Man har dog trods alt N | Kons(P) fordi hvis
N | —~Kons(P) ville man i fglge korollar 3.24 have P F —Kons(P) da ~Kons(P) er ¥;.
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Konklusion

Godels forste ufuldstaendighedssatning har afslgret, hvor en af graenserne gar for formelle systemers
formaen. Ved et formelt eller logisk system forstas et system som fungerer helt mekanisk efter et pa
forhand defineret regelsaet. Hvis man har en rekursiv teori kan man altsa saette en Turingmaskine
til at regne pa, hvorvidt en given wf er et teorem eller ej, men som en konsekvens af at Th(T) er
uafgerlig, er det ikke til at vide, om maskinen vil standse eller ej. Hvis den standser har man et
positivt svar: der fandtes et bevis, hvis den ikke er standset efter et stykke tid kan man ikke vide,
om det er fordi den aldrig vil standse eller om man blot er for utalmodig. Turingmaskinen som
undersgger for beviselighed har med andre ord et uafggrligt standsningsproblem.

Hvis man betragter beviset for den fgrste ufuldstaendighedssatning, ser man, at ethvert uafggrligt
standsningsproblem (i.e. maengde som er r.n.) har ufuldsteendighedssatningen som konsekvens.
Det er ogsa veerd at bemaerke, at bade for Turingmaskinen og for det logiske system, som bruges
til at formalisere matematikken, er det selvreferencen der afslgrer systemets graenser. Altsid nar
man beder systemet om at besvare et spgrgsmal der omhandler systemet selv, kommer det til kort.
Specielt er den wf, €[a] som bruges i beviset for Godels 2. ufuldstaendighedssatning, egentlig en
udgave af lggnerparadokset, idet e[a] udtrykker “der findes et bevis for min negation”. Denne form
for paradokser skabt af selvreference stgder man ofte pa i forskellige forklaedninger. Mest kendt
er nok Russells paradoks:

Lad z veere maengden af alle de maengder y som opfylder y ¢ y, da har man

rExsrédn

I den mangdeleren, som er et andet omrade i matematikken man har forsggt at aksiomatisere,
arbejdede man i fgrste omgang med en inkonsistent teori. Det var Russells paradoks, der viste
denne inkonsistens og konsekvensen var, at man matte sendre i aksiomerne, sa de nu ikke tillader
den type mangder, som fgrer til Russells paradoks. Men om den nye teori er konsistent er stadig
uvist. Det samme galder i princippet for P, altsd at man ikke kan veere sikker pa, at P er kon-
sistent, maske har man bare ikke fundet et paradoks — endnu. P& den anden side, hvis P var
inkonsistent, s ville alle modellerne for P, heriblandt N ogsd veere inkonsistente (i fglge fuld-
steendighedssaetningen). Det eneste argument man har imod N’s inkonsistens er, at matematikere
har arbejdet med modellen N i flere tusinde ar; men det er altsi naesten et spgrgsmal om tro! Dog
kan man sige, at hvis man accepterede inkonsistente modeller, ville det veere meningslgst at lave
matematik, for da ville man kunne vise alt.

Vil man for alvor veere formalist, ma man altsd i begyndelsen af hvert bevis skrive “under
antagelse af, at matematikken er konsistent”.
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