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Indledning

Dette er et fagprojekt skrevet i forlaeengelse af kurset Kategoriteori pa IT-C. Projektet omhan-
dler en bestemt type af kategorier, kaldet topoi, og sammenhzngen mellem disse kategorier og
Intuitionistisk Hgjere Ordens Logik (IHOL). Fra kurset Kategoriteori kendes begrebet carte-
sisk afsluttet kategori, som er en del af definitionen pa en topos. Vi har desuden i kurset
beskaftiget os med sammenhaengen mellem kategoriteori og logik, nemlig den del af THOL
som udger requler logik.

Vi har i projektet lagt vaegten pa at give et grundigt bevis for den ene del af sammen-
haengen (Soundness) mellem topoi og THOL. Vi har desuden illustreret nogle af de indfgrte
begreber ved hjzlp af gennemregnede eksempler for at give laeseren en bedre intuition om
emnet.

Til trods for at al den benyttede litteratur om emnet er pa engelsk eller fransk, har vi
valgt at skrive pd dansk. Som fplge heraf, forefindes en ordbog bagerst i rapporten, som
altsa er vores eget bud pa oversattelse af begreberne. Bagerst finder man ogsa et afsnit, som
opsummerer den benyttede notation.

Leeseren forudsaettes at have kendskab til generel kategoriteori samt regulaere kategorier
og regulaer logik, som for eksempel opnaet ved laesning af [vO99].

God leeselyst!
Bodil Biering og Morten Overgaard Hansen
December 2001.
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1 TOPOI

1 Topoi

I dette afsnit definerer vi begrebet topoi der er en bestemt type af kategorier. Vi viser ogsa
nogle egenskaber ved topoi, som vi vil fa brug for i afsnittet om Soundness af fortolkninger.
Som et eksempel studerer vi funktorkategorien Set®”” og viser at den er en topos. Denne
topos er interessant, fordi logikker, der kan fortolkes heri, vil vaere intuitionistiske, hvis C er
en preordning (ikke () eller en singelton). Det ser vi et eksempel pa til slut i denne rapport.

1.1 Cartesisk afsluttede kategorier

Vi starter med kort at minde om begrebet cartesisk afsluttet kategori (eller ccc! ). Definitionen
udspringer af et forsgg pa at generalisere begrebet funktionsrum der er velkendt fra kategorien
Set: For to maengder X og Y, betegner eksponenten YX maengden af alle funktioner fra X
til Y. Det er essentielt her at leegge meerke til at YX er en maengde og derfor igen et objekt
i Set. Det er ogsa velkendt fra Set at der for enhver maengde X findes en naturlig bijektion
Set(Y x X,Z) ~ Set(Y,ZX) for ethvert par af mengder Y og Z. Det betyder altsi at
(=) x X - (=)X. S& funktoren produkt med X har en hgjreadjungeret oplgftning i X’te for
enhver maengde X. Vi er nu klar til at generalisere.

Definition 1.1. En kategori C kaldes cartesisk afsluttet eller en ccc, hvis den har endelige
grenser? og funktoren (—) x X har en hgjreadjungeret for ethvert objekt X i C.

Vi har i Definition 1.1 stiltiende antaget at vi for ethvert par af objekter Y og X i C har
valgt ét bestemt produktobjekt Y x X. Ellers giver det ikke mening at tale om produktfunk-
toren, da produkter kun er defineret op til isomorfi.

Eksempel 1.2. Som allerede bemarket ovenfor, er kategorien Set cartesisk afsluttet.

Storre eksempel: Set¢”

Vi vil i dette eksempel vise, at for enhver lille kategori C er funktorkategorien C = Setcop

cartesisk afsluttet. For at vise at C har alle endelige grzenser, er det nok at vise, at C har
binzere produkter, et terminal objekt og egalisatorer ifglge [vO99] Ex. 43 s. 21 og Ex. 48 s.
23.

Alle disse, ja faktisk alle endelige greenser, kan konstrueres punktvis. Vi viser konstruktionen
for produkter; det terminale objekt, og egalisatorer konstrueres helt analogt.

Givet to funktorer F,G : C°? — Set gunsker vi at definere produktet F' x G. Da Set har
endelige produkter, kan vi for ethvert objekt C i C danne et produktdiagram:

P(0)
TF(C) TG(0)
F(C)/ \G(C)

lfra engelsk:cartesian closed category

?Faktisk kraeves normalt kun endelige produkter, men de eksempler vi skal kigge pa har alle endelige
graenser. Det viser sig desuden at veere bekvemt med dette (lidt) strengere krav nar vi senere skal definere
begrebet topos der netop kraever alle endelige graenser.
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P kan udvides til en funktor C°? — Set, for givet f : D — C i C vil der findes en entydigt
bestemt pil P(f) : P(C) — P(D) sa, diagrammet

P(0)

F(C) P(D) G
r)| /) N
F(D) G

kommuterer, da P(D) er et produkt. P reprasenterer altsd produktet F' x G; {mp)|VC i C}
og {mg(c)|VC i C} er de naturlige transformationer (jvfr. ovenstdende diagram) der er pro-
jektionerne pa F hhv. G.

Det er fristende at prgve at definere eksponenter punktvis som G¥ (C) = C(F(C), G(C)).
Problemet her er, at dette ikke pa fornuftig made kan udvides til en funktor. Sa vi ma prgve
noget andet. R R R
Funktoren G¥' skal, hvis den findes, opfylde C(H x F,G) ~ C(H,GY) for ethvert H i C.
Specielt skal dette geelde for enhver repraesentabel funktor Y (C) ([vO99] Example i) s. 4) ,
hvor Y er Yonedaindlejringen ([vO99] s. 9) defineret ved Y (C)(C'") = C(C’,C) for C og C' i
C. Anvendes nu Yonedalemmaet [vO99] Prop. 2.2 s. 9, sammen med ovenstiaende observation
fas

(©)
lG(f)
(D)

~

GT(C) ~C(Y(C),GT) ~C(Y(C) x F,G)
Sa vi forspger at definere GF pa objekter ved
GF(C) =C(Y(C) x F,G)

For f : C — C' gnsker vi at definere G¥'(f) : GF(C') — GF(C). Sa for en naturlig transfor-
mation 7 : Y(C') X F = G, s=zttes

GE(f)(r) =70 (Y(f) xidp): Y(C)x F=>Y(C") x F=G.
Der geelder nu for ethvert 7 € GF(C")

GF(idcl)(T) =70 (Y(ider) X idp) =T o (idy(cl) X idp) = T.

sa GI bevarer identiteter. Lad nu o2 _f ¢ 1 C veere givet; da er for ethvert 7 €
GF(C”)

G'(f9)(r) = 7o (Y(fg)xidr)
= 1o (Y(f
= 710 (Y(
= G(9)(ro (Y(f) x idp))

= (G"(9) o G"())(7)

sa GF “vender” sammensgtning. Altsa er G : C°° — Set en funktor.
Ved (—)! : C — C defineres ogsd en funktor, der pa pile er givet ved for £ : G = G’ og

7 € GF(C) at sette
F(r)=¢r:Y(C)xF=G=0G.
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Dette definerer oplagt en funktor.

Vi vil nu vise, at (—)* for ethvert F i C er hgjreadjungeret til (=) x F. Til dette benytter vi
karakteriseringen for adjunktion givet i [vO99] Ex. 88 s. 48. Vi skal altsa definere en naturlig
transformation ¢ : G x F = G, sa der for enhvert ¢ : H x F = G findes en entydig
bestemt f : H = G sa diagrammet

HxF £ G (1)

éxk eG-F

GF x F

kommuterer. Vi definerer den komponentvis sa for CiC, 7 : Y(C) x F = G og x € F(C),
settes
" (r,2) = 1o(ide, ).

Vi skal vise at dette virkelig definerer en naturlig transformation, dvs. at diagrammet

G,F

GF(C') x F(C") -2~ G(C") 2)
GF(f)xF(f)l lG(f)
G,F

GF(C) x F(C) —<— G(C)

kommuterer for enhver pil f : C — C'. Bemerk hertil at for g : D — C ,f : C — C' og
h:C"— E gxlder
Y(f)clg) = fg og Y(C)(f)(h) =hf
specielt er
Y(f)clide) = f og Y(C')(f)(idc) = f-
Altsa har vifor 7 : Y(C') X F = G og z € F(C")

G(f)oeg(r,2) = G(f) oo (ider, x)
= 100 (Y(C')(f) x F(f))(ider, z) (3)
= 71o(f, F(f)(x))

hvor (3) folger af at 7 er en naturlig transformation.
Samtidig haves

ec” (GU(f)(7) x F(f)(@) = 700 (Y(f)eidr)(ide, F(f)())
To(f, F(f)()).

Sa vi har vist at (2) kommuterer.
Lad nu ¢ : H x F = G veere givet. For C i C og u € H(C) skal vi definere £¢(u) € GF(C)
dvs. en naturlig transformation

c(u): Y(C) x F = G.
Det gor vi punktvis ved for DiC, f: D — C og x € F(D) at satte

(Ec(w)p(f,2) = Ep(H(f)(u),2)
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fc er oplagt en naturlig transformation, da £ er det.
Vi har nu

e’ o (€clu),z) = ( c(w))c(ide, )
= &o(H(ide)(u), )
= ¢olu, @)

hvilket viser at (1) kommuterer som gnsket. Det folger nu af naturlighed, at ¢ er entydig
bestemt med hensyn til denne egenskab. S4 ifglge [vO99] Ex. 88 5. 48 er (—) x F 4 (- ) for
ethvert F i C, og e~ er koenheden for denne adjunktion. Vi har altsi vist at C er cartesisk
afsluttet.

1.2 Delobjektsdeterminanter

For en maengde X og en delmaxngde A C X, findes der en entydig bestemt funktion x4 :
X — {0,1} givet ved

1 ,z€A
xa(@) :{ 0 ,zgA

kaldet den karakteristiske funktion for A. Vi gnsker at generalisere dette faeenomen til generelle
kategorier og delobjekter.

For en kategori C og et objekt X heri har vi i [vO99] s. 31 set mangden af delobjekter
Sub(X) af X indfert som aekvivalensklasser af monomorfier m : Y - X. Her er to monomor-
fier m:Y — X ogm' : Y »> X =kvivalente hvis der findes en isomorfi f : Y — Y’ sa
m'f = m; m siges at veere mindre end m' og vi skriver m < m/, hvis f opfylder m'f = m
men ikke ngdvendigvis er iso. Dette definerer en partiel ordning pa Sub(X).

Bemeerkning 1.3. Normalt vil vi ikke skelne mellem en monomorfi representerende et del-
objekt og den ekvivalensklasse den tilhgrer. Vi vil saledes tit sige “lad m veere et delobjekt af
X7, og dermed mene: “lad m vere en vilkarlig repraesentant for det delobjekt af X som inde-
holder m”. Denne “misbrug” af sproget retferdiggores ved, at det nesten altid er ligegyldigt
hvilken representant vi velger, da nesten alle konstruktioner kun er defineret op til isomorfi
(og sa er den korrekte sprogbrug ogsa noget tung at arbejde med). Det er igurigt almindelig
praksis at ggre sddan; bdde her, sdvel som i andre grene af matematiken®. De steder hvor
valget af representant har betydning, vil vi naturligvis ggre opmarksom herpa.

Analogien med Set er, at vi lader enhver injektiv afbildning m repraesenterer en delmaengde
af sit kodomaene, nemlig sit billede, og siger at m og m’ er skvivalente, hvis de har samme
billede. Den partielle ordning bliver sa maengdeteoretisk inklusion af billederne. Bemaerk at
vi i Set for enhver delmaengde A C X har en kanonisk injektiv afbildning til at repraesentere
denne, nemlig inklusionen ¢+ : A — X; dette gaelder ikke i en generel kategori.

Vi gnsker nu til ethvert delobjekt i Sub(X) at knytte en analog til en karakteristisk funktion.
Dette ggres med det sakaldte Q-aksiom.

Definition 1.4. En kategori C med et terminalt objekt 1, siges at have en delobjektsdeterminant,
hvis der findes et objekt Q i C og en pil T : 1 — Q saledes at folgende aksiom er opfyldt:

3Teenk blot pa fx. rummet Lo af kvadratisk integrable funktioner. Det tzenker man jo til dagligt ikke pa
som akvivalensklasser af funktioner der stemmer overens pa naer evt. i en nul-maengde!
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Q-aksiomet: For enhver mono m : Y — X, findes der netop én pil xm : X — Q i C sadan
at diagrammet

YT X (4)

er et fibreret produktdiagram.
Pilen xm, kaldes den karateristiske pil for m eller blot karakteren for m.

Eksempel 1.5. I Set kan vi velge Q = {0,1}, 1 = {*} og definere T : 1 — Q ved T(x) = 1.
Vi har da at Y ~ {(y,z) € 1 x X|T(y) = xm(z)}. Eneste mulighed for Iy : Y — 1 bliver
da den afbildning der sender alt i punktet x; sa at diagrammet (4) kommuterer betyder at

Xm(x) = 1 for ethvert z € m(Y) og 0 ellers. x.m er altsa den velkendte karateristiske funktion
for m(Y) C X.

Stgrre eksempel: Set¢”

I det fglgende antages C at veere en fast lille kategori?. Vi vil i dette eksempel konstruere en
delobjektsdeterminant for C = Set®” og vise at den opfylder Q-aksiomet. Vi definerer forst
begrebet delfunktor, der viser sig at veere bekvemt at arbejde med.

Definition 1.6. Funktoren G : C°° — Set siges at vere en delfunktor af funktoren F : C°P —
Set safremt

(i) G(C) C F(C) for ethvert C i C.
(i) G(f) : G(C) — G(C") er restriktionen af F(f) til G(C) for enhver pil f : C' — C i C.

Delfunktorer og delobjekter i C star i bijektiv korrespondence, thi hvis G er en delfunktor
af F', fas pa kanonisk vis et element i Sub(F) ved som komponenter at valge indlejringerne
t: G(C) — F(C) der jo alle er monoer®. Hvis omvendt ¢ : G = F er et element i Sub(F),
da er alle ¢’s komponenter monoer. Sa ved at satte G'(C) = €c(G(C)) C F(C) for ethvert
C'iCog G'(f) = F(f)|a(c) for enhver pil f : C" — C i C fas en delfunktor hvis kanoniske
element i Sub(F) er akvivalent med £ : G = F (de har komponentvis samme billeder). Vi
kalder denne for den kanoniske delfunktor. Bemark at selvom de to begreber er konceptuelt
forskellige® vil vi af og til betragte delobjekter som funktorer og omvendt jvf. ovenstaende.

Vi vil nu forsgge at definere funktoren Q : C°? — Set. Ifglge Sezetning 1.10 (der vises
nedenfor) har vi (da C er ccc) en naturlig isomorfi

~

Sub(F) ~ C(F, Q)

for ethvert F i C. Dette ma specielt gaelde for enhver reprasentabel funktor Y (C), sa kom-
bineret med Yonedalemmaet ([vO99] Prop. 2.2 s. 9) fas at 2 skal opfylde

Sub(Y(C)) ~ C(Y(C), Q) ~ Q(C)

“Dvs. at bade klassen af objekter og klassen af pile er mzengder.

SHusk at alle basale kontruktioner (og saledes ogsa monoer) er komponentvise i C.
5En delfunktor er en funktor, mens et delobjekt af en funktor er en naturlig transformation.
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for ethvet C i C. Sa vores fgrste forsgg er at definere Q2 ved
Q(C) = Sub(Y (C)) (5)

for ethvert C i C. Denne definition viser sig dog at veere lidt “tung” at arbejde med, sa vi
vaelger en ®kvivalent hermed der gar via begrebet idealer.

Definition 1.7. For ethvert C i C settes
Sc = {f i Clkod(f) = C}".
En delmengde T C Sc kaldes et ideal pa C safremt der gelder
f€Zc,h iC,dom(f) =kod(h) = fh € Zc.

Sc selv er oplagt et ideal pa C; endda det maksimale blandt idealer pa C mht. inklusion.
Et andet oplagt ideal pa C er (). En egenskab ved idealer vi tit vil bruge er

ido € I & Io = Sc.
Dette eftervises nemt og overlades som gvelse til den ivrige leeser.

Lemma 1.8. En bijektiv korrespondence mellem delfunktorer af Y (C) og idealer pa C er
givet ved

i) Givet en delfunktor G of Y(C), da defineres ved

Ic =A{f € Sc|f € G(dom(f))}
et ideal pa C.

ii) Givet et ideal Zc pa C, defineres en delfunktor G af den representable funktor Y (C)
ved at seette

G(C") = {f € Zc|dom(f) = C"} CY(C)(C")
09 G(f) =Y(C)(f)lap) for f:C"— D.

Bevis: At korrespondancen er bijektiv indses let ved indsatte den ene konstruktion i den
anden og vice versa, sa det overlades til den ivrige leeser som en let gvelse i meengdejonglering.
adi): Lad f: C' — C vaereen pili Zg og h: D — C' en pil i C.

Det skal vises at fh € G(D). Da G(h) blot er restriktionen af Y (C)(h) til G(C"), virker den
pa pile ved sammensatning. S4 da billedet af G(h) er indeholdt i G(D) og f € G(C'), ma
fh=G(h)(f) € G(D) som gnsket.

ad ii): Lad f : C' — D vaere en pil i C og h : D — C vere en pil i G(D).

Det skal vises at G(f)(h) € G(C"). Men da G(f) blot er restriktionen af Y (C)(f) er G(f)(h) =
hf.Vihar at dom(hf) = C' og da Z¢ er et ideal vil bf € Z¢. Funktoregenskaberne for identitet
og sammensatning fglger nu af, at G er restriktionen af funktoren Y (C) der pa pile er givet
ved sammensaxtning. O

"Bemzerk at denne definition ikke giver anledning til mangdeteoretiske problemer da C er antaget at veere
lille.
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Jeevnfer ovenstdende lemma, kan vi altsé i stedet for (5) definere  ved
Q(C) ={Z¢c|Zc er et ideal pa C}
og for f: C" — C ved
QUf)Ze) =Zc - f ={h € Ic/|fh € Ic},

der klart opfylder funktoregenskaberne.
Vi skal nu definere den naturlige transformation T : 1 = €. Vi lader den veere givet ved de
maksimale idealer i C:

Te(x) =Sc

hvor * er elementet i 1(C)3.
For f : C' — C har vi at

QUf)Te(x) =Sc - f=1{h €Scr|fh € Sc} = Scr = Ter1(f) ()

sa T : 1= Q er naturlig.

Vi efterviser nu at T : 1 = Q opfylder Q-aksiomet. Sa lad G = F vare et element i
Sub(F') og antag at G er den kanoniske delfunktor af F. Vi gnsker at definere en entydig
bestemt naturlig transformation

XG - F=0Q

sa diagrammet

—=F (6)

G

ﬂ xe
1=—=0Q
er et fibreret produktdiagram. For enhver pil f : C' — C i C haves en pil F(f) : F(C) —

F(C"), der for et givet x € F(C) enten sender dette ind i G(C") eller i F(C")\G(C"). Sa vi
definerer for et givet z € F(C) den C’te komponent af xg ved

xa,c(x) ={f € Sc|F(f)(z) € G(dom(f))}.

xa,c(z) er et ideal pa C, thifor f: C" = C med F(f)(z) € G(C') ogenpilh:D — C"iC
har vi at

F(fh)(z) = F(WF(f)(z) = GLF(f)(z) € GD)

dvs. at fh € xag,c(z).
Vi skal godtggre, at x¢ er naturlig, dvs. at diagrammet

XG,c

F(C)—=Q(C)
F(f)l Q(f)
F(C") XL (0
8Husk at 1(C) = 1 = { * }for ethvert objekt C

10
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kommuterer for enhver pil f : C' — C. Den ene vej rundt fis
Q(f)xa,clz) =Qf){g € Sc|F(9)(z) € G(C)}) = {h € Scr|F(fh)(z) € G(C)},
mens den anden vej rundt giver
x,cF(f)(z) = {h € Sc:|F(h)F(f)(z) € G(C")} = {h € Scr|F(fh)(z) € G(C)}.
Vi pastar nu at der for ethvert C i C geelder
xg,c(r) = (Tcol)(z) =Sc & x € G(O). (7)

For antag at xg,c(z) = Sc. Da vil specielt idc € xa,c(z), og vi fir sa at = F(idc)(z) €
G(C). Hvis omvendt z € G(C) vil F(idc)(z) = G(idc)(z) = ¢ € G(C). Altsa har vi id¢ €
Xxa,c(z) hvilket medfgrer xg .c(z) = Sc.

Men pastanden (7) er ackvivalent med at pasta at G(C) er det fibrerede produkt af diagrammet

F(C)

XG,C

1(C) 2~ (0)

for ethvert C i C, da det fibrerede produkt i Set vil vzere isomorft med en maengde af formen

{(y,2) € H{C) x F(C)[(Tc o 1)(y) = xa,c(x)} (={z € F(C)xe,c(z) = Sc}).

Vi mangler nu blot at eftervise, at xs er den entydigt bestemte naturlige transformation
med denne egenskab. Sa antag at 7 : F' = (2 ogsa opfylder egenskaben. Da viser ovenstaende
jfr. (7) at for x € F(C) og f : C' — C, har vi

F(f)(z) € G(C") & 7o (F(f) (=) = Scr

Vi regner videre pa hgjresiden af dette udsagn og far, ved at udnyttet at 7 er naturlig og
definitionen af €2, at

Scr = 1o (F(f)(2)) = Qf)ro(z) = 70(z) -

Men denne ligning er aekvivalent med at f € 7¢(x) thi hvis f € 7¢(z) vil ider € 1¢(z) - f,
hvilket medfgrer at 7¢(z) - f = S¢r. Hvis omvendt S¢ = 7¢(z) - f, vilider € 7o(x) - f, hvilket
medfgrer at f = fider € 7o(z). Alt i alt fas

F(f)(=) € G(C") & f € 7c(O).

Men det er jo netop sddan vi har defineret xg, sa 7 = xg som gnsket.

Vi startede med at antage, at G var den kanoniske delfunktor af F'. Hvis G ikke var den
kanoniske delfunktor, ville den veere isomorf med denne. S& da fibrerede produkter kun er
defineret op til isomorfi, tabes intet ved denne antagelse!

11
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1.3 Egenskaber ved delobjektsdeterminanter
Saetning 1.9. Delobjektsdeterminanter er entydigt bestemte op til isomorfi.

Bevis: Antag at bade T : 1 — Q og T’ : 1 — Q' opfylder Q-aksiomet og betragt diagrammet

11— =0

" l lXIT
TI

1I——qQ

Il l lXT’
T

1—0

Bemzrk her at enhver pil der har 1 som domane er mono (thi der findes jo kun en pil A — 1
for ethvert objekt A i C), specielt er bade T og T’ monoer.
Da béade det gverste og nederste kvadrat er fibrerede produktdiagrammer, fglger det af PBL?
at den yderste firkant er et fibreret produktdiagram. Men si galder altsa ifglge 2-aksiomet
at x1/ o X er den entydige pil sa

T

1—0Q

Ill lXT'OX’T
T

1——0Q

er et fibreret produktdiagram. Vi har at identitetspilen idq : 2 — € ogsa ger dette til et
fibreret produktdiagram, da I; : 1 — 1 er identiteten pa 1, sa vi ma have x1 o x'r = idn. Ved
at ombytte T og T’ fis analogt at x'- o x 1 = idgy, s& Q ~ ' som gnsket. O
Jeevnfor ovenstaende saetning giver det altsd mening at tale om delobjektsdeterminanten,
safremt den findes.
Der er en tet sammenhaeng mellem pile X — Q og elementer i Sub(X), hvilket fglgende
Seetning viser.

Saetning 1.10. Lad C vere en kategori med terminalobjekt 1, fibrerede produkter og delobjekts-
determinant. Da gelder

Sub(X) ~ C(X, Q)
i Set for ethvert objekt X i C og denne isomorfi er naturlig i X.

Bevis: Vi viser at tildelingen givet ved {2-aksiomet er en isomorfi i Set. Sa lad ®x betegne
tildelingen m + .. Det skal nu vises at:

i) ®x er veldefineret, dvs. er uathaengig af valg af repraesentant.
ii) ®x er injektiv.

iii) ®x er surjektiv.

“Dette star for PullBack-Lemmaet der fx. kan findes som Ex. 36 s. 20 i [vO99]

12



1 TOPOI 1.3 Egenskaber ved delobjektsdeterminanter

ad i): Antag at m : Y »— X og m' : Y’ — X reprasenterer samme element i Sub(X). Vi
gnsker at vise X, = Xms. Der findes en iso f : Y — Y’/ sa m'f = m. Betragt nu diagrammet

(8)

1—0Q

Hvis vi kan vise at randen er et fibreret produktdiagram, ma x,, = X, da karakterer er
entydigt bestemte ifglge Q-aksiomet. Det er klart at randen i (8) kommuterer da m = m'f.
Sa antag at der findes et objekt Z i C og g : Z — X, sa randen i diagrammet

Y>T>X

lIY Xm’ l
T

1—Q

kommuterer. Da det indre kvadrat i (8) er et fibreret produktdiagram findes en entydig pil
N:Z 5 Y s&am'\N =g. Men m' = mf~!, s& ved at veelge A = f~')\ fis ¢ = mA. X er
entydig bestemt, thi hvis u ogsa opfylder g = mu, er 4 = A da m er mono.

Oy : Sub(X) — C(X,Q) er altsa en veldefineret afbildning i Set.

ad ii): Lad x : X — Q vare givet og antag for m:Y — X ogm': Y — X at dx(m) =x =

® x (m'). Betragt diagrammet

(9)

Y>T>X

o

1—0

Da det inderste kvadrat er et fibreret produktdiagram, findes der en entydig pil A : Y/ —» Y
sa m' = mA. Altsa er m’ < m. Ved at ombytte m og m' ses at ogsa m < m/, sa da “<” er en
partiel ordning pa Sub(X), ma m og m' reprasentere samme element i Sub(X).

Altsa er ®x injektiv.

ad iii): Lad x : X — Q veere givet og dan det fibrerede produktdiagram

Yy 2> X

|k

1>——>Q

Da T : 1 Q er mono, og monoer er stabile under fibrerede produkter [vO99] Ex. 35 s. 20,
er ogsa m mono. S& m reprasenterer et delobjekt af X, med ®x(m) = x.

13



1 TOPOI 1.3 Egenskaber ved delobjektsdeterminanter

Altsa er ®x surjektiv.

At denne isomorfi er naturlig, skal forstas sadan, at Sub udvides til en (kontravariant) funktor,
og at ® sa er en naturlig transformation fra Sub til C(—, ). Sa givet en pil f : X = Y,
saettes Sub(f) = f* : Sub(Y) — Sub(X), (defineret i [vO99] s.32). Da C(—, Q) virker med
prekomponering pa pile, skal vi, for at godtggre naturlighed af @, vise at diagrammet

Sub(Y) —2X- (Y, Q)

f*l l—of

Sub(X) ——>C(X,0)

kommuterer. For m : M »— Y i Sub(Y') betragter vi diagrammet

f
Y

@y (m

L.
B

Da bade gverste og nederste kvadrat er fibrerede produktdiagrammer giver PBL at randen
ogsa er det. Det fglger nu af Q2-aksiomet, at

Qx(f*(m)) = Xp+(m) = Py(m) o f

som var hvad der skulle vises. O
Ovenstaende Satning giver anledning til fglgende

Definition 1.11. For enhver pil x : X — Q betegner vi med ker(x) det entydigt bestemte
delobjekt i Sub(X) svarende til x. Dette kaldes for kernen for x juf. [Sco86].

Bemarkning 1.12. Som newvnt i Bemeaerkning 1.3 vil vi ogsa her tit lade ker(x) betegne en
mono i den tilhgrende ekvivalensklasse i Sub(X). Vi vil ogsa lade ker(x) betegne domenet
for det tilhgrende delobjekt.

Fglgende karakterisering af kernen vil vise sig at blive nyttig senere.

Lemma 1.13. En pil i C er kerne for x : X — Q hvis og kun hvis den er egalisator for x og
TIx: X —1— Q.

Bevis: Betragt diagrammet




1 TOPOI 1.4 Definition af topos

Her geelder pga. den universelle egenskab for 1 altid Ix ker(x) = Iier(y), 5& randen af dia-
grammet (10) kommuterer hvis og kun hvis diagrammet

1 (11)

ker
ker(x) er(x) ¥ X Q

kommuterer. Betragt nu diagrammet

Her galder altid Iz = Ix f. Sa randen kommuterer dvs. xf = TIz hvis og kun hvis xf =

TIx f, altsa hvis diagrammet
4 ! 1
v ker!
) er(x) X X Q

ker(x

kommuterer. Der findes altsa samtidig en entydig pil A : Z — ker(x), sa f = ker(x)A.
Sa (10) er et fibreret produktdiagram hvis og kun hvis (11) er et egalisatordiagram. O

1.4 Definition af topos
Vi er nu klar til at definere begrebet topos.

Definition 1.14. En kategori £ kaldes en topos'® sdfremt den er cartesisk afsluttet og har
en delobjeksdeterminant.

Eksempel 1.15. Set er en topos.

Eksempel 1.16. Da Set®” bdde er cartesisk afsluttet og har en delobjektsdeterminant, er
Set®” en topos.

Det kan vises at en topos ogsa har endelige kogranser, specielt koprodukter. Det kan
ogsa vises at i en topos er regulzere epimorfier stabile under fibrerede produkter. Specielt fas
at enhver topos er en reguler kategori jfr. [vO99] Def. 4.1 s. 28. Vi vil ikke komme ind pa
beviserne her, da de er lange og meget tekniske, og desuden ligger for langt fra kernestoffet i
dette projekt. Vi vil senere fa brug for to andre egenskaber om topoi, nemlig

10Faktisk er dette hvad der normalt kaldes en elementer topos. Men da vi kun betragter topoi af denne type,
vil vi ikke sleebe rundt pa dette adjektiv!
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1 TOPOI 1.4 Definition af topos

Lemma 1.17. Epier er stabile under fibrerede produktdiagrammer, dvs. hvis
A——B
I
C——D
er et fibreret produktdiagram og f er epi, sa er g det ogsa. O

Lemma 1.18. Koprodukter bevarer fibrerede produkter, dvs. hvis

A—L-p U
g k g'l lk
c—"=D o ~D
begge er fibrerede produktdiagrammer, da er ogsa
ava g
g+g’l lk
C+C' L D
et fibreret produktdiagram. [

Begge egenskaber er konsekvenser af Toposteoriens Fundamentalsetning der bla. siger at
for enhver topos £ og et objekt C i £ er slice-kategorien ([vO99] Example j) s. 4) £/C igen
en topos. Vi vil hverken vise Toposteoriens Fundamentalszetning eller de to egenskaber.

Vi viser til gengaeld to lemmaer, der fplger af Lemma 1.17 som vi ogsa far brug for senere.

Lemma 1.19. Huis

N
l"’
s

er et fibreret produktdiagram.

Bevis: Betragt diagrammet




1 TOPOI 1.4 Definition af topos

hvor hgjre kvadrat er et fibreret produkt. v*(Im(g)) er mono, da monoer er stabile under
fibrerede produkter ifglge [vO99] Ex. 35 s. 20. Da randen af diagrammet pr. antagelse kom-
muterer, findes entydig pil 7' : A — E sa f = v*(Im(g))j’. Venstre kvadrat er ifglge PBL ogsa
et fibreret produkt, sa da epier ifplge Lemma 1.17 er stabile under fibrerede produkter, er 5’
epi. v*(Im(g))j’ er altsa en epi-mono faktorisering af f, sa ifplge [vO99] Prop. 4.2 s. 29 findes
isomorfi p : E5 Im(f) sa diagrammet

E

% wn(g))
et

A p B

Sl

Im(f)

kommuterer. Den gnskede pil er altsa givet ved h = h/p. U

Lemma 1.20. Hvis X XY er et produkt i en topos £, da er projektionerne rx : X XY — X
ogTy : X XY =Y epier.

Bevis: P4 grund af den universelle egenskab for det terminale objekt 1, er enhver pil 1 — Z
mono for ethvert objekt Z i £. Af dualitetsprincippet folger nu at den entydige pil Z — 1
er epi for ethvert objekt Z i £. Det indses nemt at produktet af X og Y kan fas som det
fibrerede produkt af X — 1 0g Y — 1, dvs. at

XxY 2>y
S
X 1

er et fibreret produktdiagram. Sa da epier ifglge Lemma 1.17 er stabile under fibrerede pro-
duktdiagrammer, er bade mx og my epier. O

I enhver topos defineres en pil L : 1 — Q, der er en slags modsat til pilen T (fx. i Set er
1 den pil der veelger 01 {0,1} hvis T veelger 1; altsa er L pilen falsk).

Definition 1.21. [ enhver topos £ er pilen L : 1 — Q defineret som karakteren af den
entydigt bestemte pil 0 — 1

0 1

s

1 Q

Bemeerkning 1.22. I ovenstaende definition ligger der implicit en pastand om at den en-
tydigt bestemte pil 0 — 1 er mono (ellers giver det ikke mening at tage karakteren af den).
Dette er pa ingen made en triviel pastand og er en konsekvens af, at € er cartesisk afsluttet.
Et bevis for pastanden kan findes i [Gol79] Thm. 1 s. 72.

_—

—_—
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2 INTUITIONISTISK HOJERE ORDENS LOGIK

2

Intuitionistisk hgjere ordens logik

Intuitionistisk logik adskiller sig fra klassisk logik ved ikke at indeholde aksiomet om det
udelukkede tredje, dvs. udsagnet p V —p gxlder ikke generelt i intuitionistisk logik. Som fglge
heraf vil visse andre af de logiske aksiomer, som vi er vandt til at benytte os af heller ikke
gxlde i den intuitionistiske logik. Et eksempel herpa er reductio ad absurdum altsa reglen
—=p < P.

Et sprog for hgjereordens intuitionistisk logik med typer indeholder fplgende:

De logiske symboler A,V,—,—,V, 3, =.

En mangde af basistyper, heriblandt 1 (der findes netop et element af typen 1, dette
betegnes * ) og €2 (sandhedsvaerdier).

For hver type A, en numerabel maengde af variable z{', z3', z2', . . . af typen A. (Vi skriver
ogsa x : A for at angive, at en variabel z har typen A.)

Alle typer, som kan dannes ud fra fglgende regler: Hvis A og B er typer, er

— A X B en type
— PA en type.

En maengde af funktionssymboler f : Aq,..., A, — B, hvor tilfeeldet n = 0 svarer til at
funktionssymbolet er et symbol for en konstant af typen B.

En mangde af relationssymboler R C Ay, ..., A,

Definition 2.1. Termer er defineret ved:

t1
t2
t3

t4

t5

t6
t7

t8

x er en term af type 1.

A A

er en term af type A, hvis £ er en variabel f type A.

Huvis a er en term af type A og b en term af type B, sa er (a,b) en term af type A X B.

Huvis aq,...,a, er termer af typerne A1,..., A, respektivt, og f : A1,..., A, — B er et

funktionssymbol, sa er f(ay,...,a,) en term af type B.

Hvis R C Aq,..., Ay er et relationssymbol og a1,...,am termer af typerne A1,..., An

respektivt, sa er R(ay,...,an) en term af type €.

Hvis a og b er termer af samme type, sa er a = b en term af type €.
Hvis a er en term af type A og o en term af type PA, sda er a € a en term af type Q.

Huvis ¢ er en term af type Q (med mulige frie forekomster af variablen z : A), sa er

{z € A|p} en term af type PA uden frie forekomster af x.

t9 T og L er termer af typen Q.

t10 Huis ¢ og 9 er termer af type S0, sa er ogsa @ N, V1, o — 1, —@ termer af type ).

18



2 INTUITIONISTISK HOJERE ORDENS LOGIK

t11 Huvis @ er en term af type Q (med mulige frie forekomster af variablen x : A), sd er V.40
0g 3z.ap termer af type 2, hvor x er bundet.

Termer af type Q kaldes formler.

For enhver endelig maengde X af variable haves en binger relation x af inferens mellem
termer af type Q, hvis frie variable alle er elementer i X. Ved Fx ¢ forstds T Fx ¢ og hvis
X = () skrives blot .

Et udtryk af formen 1 Fx ¢ kaldes en sekvent.

Definition 2.2. For et givet sprog kaldes en mangde T af sekventer for en teori, hvis og
kun hvis folgende betingelser holder. (Notation: Nar vi skriver g, hvor P og @ er sekventer,

P
betyder det (P € T) = (Q € T), og Q betyder (P €T) & (Q € T).)

Axiomer
ax1
T
ax2
—— for alle variable x.
ax3
hvor x og y har samme type.
T=ybpyy==2
ax4
hvor x,vy,z har samme type.
T=YANy=2ztizy,} T=2
axb
hvor @ er en term af af type ).
pto
Strukturelle regler
sl N
AN nar o C 7.
P
s2
(AR

ir FV(y) C o.
P Ax s 0, x/\tbhfwmr b co
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De logiske konnektiver

V1
VAR A% .
———— hvor FV(yp;) Co og i € {1,2}.
wl_a ()01\/()02 (SO’L)_ g { }
V2
Yoo VXx, YAotop, YPAXEop
Yo
_)
xANebotp
pbex =1
MP - -
A (R A A (MP star for modus ponens)
Yo x
1
Yo L
Pho
A

Yhs 01 Ylg @2
g o1 Apr

Bemeerkning 2.3. Man siger, at en term t : B kan substitueres for en variabel z : B i o,
safremt ingen frie variable i t bliver bundet i p[t/x].

Kvantorer
1 -
w hvor x har en fri forekomst i ¢ og t: A kan substitueres for x.
7/’ Fo E|z:A(P
32 -
_ PP X hyor z ikke forekommer i x.
Jo:BY Fo\(a} X
A or
a ¥
=————— hvorz ¢ FV
Substitution
subl -
AR hvor t er en term, som kan substitueres for x
P[t/z] Fo\(yurvi elt/2]
sub2

'w}_a (P[t/x]a ¢|_Ut:3
P g ‘P[S/x]

Her er et lille eksempel pa et syntaktisk bevis:

hvor t er en term, som kan substitueres for x
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Eksempel 2.4.

Yoy —=x

(affz)) (A AR (52)
YApFo o= x

YAptsx

Huvor gverste linie altsa er antagelsen og hvert trin nedad i “treet” fas ved anvendelse af

en af reglerne fra Definition 2.2. Man kan altsa lese ud af dette bevistre, at reglen (—) ogsd
geelder den modsatte vej

plgp
YApts @

(M P)

Eksempel 2.5. Relationen b, er transitiv:

(WYFep) phox (52)
PANYP s x (_))
P x

3 Fortolkning af IHOL i en topos

T dette afsnit definerer vi hvad der forstas ved en fortolkning af et logisk system i en topos.
Formelt set er et logisk system blot en maengde af symboler og nogle manipulationsregler.
Med en fortolkning tillzegger vi symboler og regler mening i form af objekter og pile i en
topos.

3.1 De logiske pile

Inden vi beskriver den egentlige fortolkning af IHOL i en topos £, definerer vi nogle logiske
pile (dvs. pile Q" — Q for n € N eller Q4 — Q for et objekt A i £) der fortolker de logiske
konnektiver og kvantorer.

Definition 3.1. Negationspilen —: Q — Q er karakteren x| for L (der jo selv er karakteren
for den entydige pil Iy : 0 — 1 juf. Definition 1.21).

1—=-0

hl lﬁ

1—=Q
Definition 3.2. Konjunktionspilen A : Q x Q — Q er karakteren for produktpilen
(T, T):1 >0 xQ
Definition 3.3. Disjunktionspilen V : Q x Q — Q er karakteren for billedet af koprodukipilen
[<TQ,idQ), <idQ, TQ)] 0+ 0->0x%x0Q

Definition 3.4. Implikationspilen —: Q x Q — Q er karakteren for egalisatoren for diagram-
met

A
QxQ—=0
1
Fortolkningen af de logiske kvantorer afhaenger af hvilken type der kvantiseres over. Dvs.
hvis der kvantiseres over typen der fortolkes som objektet A i £, fortolkes V4 og 34 som pile

04 5 Q.
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Definition 3.5. Alkvantorpilen V4 er karakteren for pilen '_ﬂ—' :1 = Q4 hvor rﬂ_‘ er
den eksponentielt transponerede af pilen Tgpomga:1x A — A — Q.

Sammensatningen med projektionen 74 er en teknisk detalje der gor det muligt at tran-
ponere T 4. (Damga:1x A — Aereniso, er T4 og Taoma ien vis forstand ens.)

Da en topos specielt er cartesisk afsluttet har vi en adjunktion (=) x A 4 (=) for ethvert

objekt A i £. Koenheden for denne, dvs. den naturlige transformation g4 y 4 “?4 pkaldes

ogsa evalueringen og betegnes i tilfzeldet B =  ogsa eva. Vi er nu klar til at definere
eksistenskvantorpilen.

Definition 3.6. Eksistenskvantorpilen er karakteren for billedet af

TQA O €A €4 — 04 %xQ— Q, hvor €4 er kernen for eva. Vi har altsa diagrammet

11— -0

evp

€A A
€A Q% x A
ToA

Im(7a0€q)

Im(7qa 0 €5)——> QA

da

1———0@

hvor det gverste og nederste kvadrat er fibrerede produktdiagrammer og det midtersie er en
epi-mono faktorisering og derfor kommutativt.

3.2 Fortolkningen i en topos

Efter nu at have defineret de logiske pile, er vi nu klar til at beskrive den egentlige fortolkning
[-] af en teori T i en topos E.

Fortolkning af typer, funktions- og relationssymboler

For enhver type A i sproget, vaelges et objekt [ A] i £. Typen 2 skal fortolkes som delobjekts-
determinanten Q i £ (altsa er [Q2] = Q) og typen 1 som det terminale objekt i &.

For typer A og B, fortolkes produkttypen A x B som produktet af fortolkningerne, altsa
gelder [Ax B] =[A] x[B].

For en type A, fortolkes potenstypen PA som objektet QL4 hvis eksistens er sikret da &£ er
cartesisk afsluttet.

For ethvert funktionssymbol (f : Ai,---, A4, — B) velgesen pil [ f] : [A1],---,[4n] —
[B]ié&.

Relationssymbolet (R C Ay,--- , Ay) fortolkes pa samme made som funktionssymbolet (R :
Ay, A, — Q).

Hvis ¢ er en term og FV(t) = {a1 : A1, -+ ,an : Ap}l,saer [FV(#)] =[A1] x--- x [4An]-
Bemzerk at i dette produkt vaelges en kopi af [ A] for enhver variabel i FV (t) af type A. Hvis
FV(t)=0saer [FV(t)] det terminale objekt i &.
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FORTOLKNING AF IHOL I EN TOPOS 3.2 Fortolkningen i en topos

Fortolkning af termer

Definition 3.7. Enhver term t af type A fortolkes som en pil [t] : [FV(t)] — [A] pa
folgende wvis:

f1
f2
3

f4

5

f6

f9

x af typen 1 fortolkes som idy : 1 — 1.
Hvis a er en variabel af typen A fortolkes a som identitetspilen idj47:[A] — [A]-

Huvis a og b er termer af typen A hhv. B fortolkes (a,b) af typen Ax B som pilen [a] x[b] :
[FV(a)] x[FV(b)] — [A] x [B], dvs. produktpilen ([a]n[q], [0]7[s1), hvor T4 og
T[] er projektionerne pd [A] hhv. [B].

Hvis ay,...,a, er termer af typerne Aq,..., A, respektivt, og f : A1,..., A, — B er et
funktionssymbol, fortolkes f(a1,...,a,) som den sammensatte pil

[ilaiImpyv (o, n
[FV(f(ar,- .. an)] Vel e 14,1 - 18]

hvor T py(a;)] €r projektionen [FV(f(a1,...,an))] = [FV(ai)].

i

Da relationssymboler blot fortolkes som funktionssymboler med typen 2, er fortolkningen
af evaluering af disse som ovenfor.

Hvis a og b er termer af type A, sa er fortolkningen af a = b karakteren for egalisatoren
til diagrammet
T[FV(a)] [a]
PALCEI0) — A ] PN
TLFV(5)] [5]

hvor T Fy(a)] 09 T[FV(b)] €T de oplagte projektioner.

Hvis a er en term af type PA og a en term af type A fortolkes a € a som den sammensatte
pil evpa1([a] x [a]) : [FV(a € )] = QLA x [A] = Q (bemerk at [FV(a € )] =
[FV(e)] x [FV(a)])-

Huis ¢ er en term af type Q er fortolkningen [{z € Alp}] : [FV(o)\{z}] — QlAl gen
transponerede til sammensetningen

[elmipvip)) : [FV(0)\{z}] x [A] = [FV(e)] = Q.
(Bemerk at hvis © er fri i ¢, vil [FV(p)\{z}] x [A] vere isomorf med [FV ()] og
T[Fv ()] € $d den tilhgrende isomorfi.)

Formlerne T og L fortolkes som pilene T (Definition 1.14) hhv. L (Definition 1.21).

f10 Huis ¢ og 9 er termer af type Q) fortolkes @ A, @ V 9 eller ¢ — b som pilen

[elx[v]:[FV(e)x[FV(¥)] = QxQ sammensat med pilen A, V eller — respektivt.
Fz er [ — ] den pil sa diagrammet

[FV(e - 9)] g0 q

T

Q
kommuterer.

Fortolkningen af —¢ fas pd tilsvarende vis ved at sammensette [ @] med pilen - : Q —
Q, sa diagrammet
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[e]

[FV(=¢)] Q
m\ lﬁ
Q
kommuterer.

f11 Hvis ¢ er en term af type 2 evt. med frie forekomster af variablen x af type A, da er
fortolkningen af Vi 4@ en pil [FV (Np.ap)] — Q der er defineret pa folgende made:

Hvis z er fri i ¢: Da er [Vi.a¢] den sammensatte pil
Tel” VAl
[FV(e)\{z}] olAl Q
hvor "[p]" er den tmnsponerede af [l : [FV(e)\{z}] x[A] — Q.
Hvis z ikke er fri i ¢: Da er [Vz.a¢] den sammensatte pil

[FV(p )]]M)mL)Q

hvor '_[[90]]j er den transponerede af

[FV($)] x 12 [FV ()] 12 0

Bemerk at da bade 7y gy og Y1 er isomorfier, er [Vgz.a@] o9 [¢] i en vis
[FV(e)]
forstand ens).

Fortolkningen af 3.4 fas helt analogt.

4 Ekstern kontra intern fortolkning

Vi har valgt en intern formulering af fortolkning, dvs. formlen ¢ fortolkes som en pil [FV(¢)] —
Q og fortolkningen af komplekse formler opbygges af fortolkningen for simplere formler ved
passende sammensztninger med logiske pile. Denne made at fortolke pa kaldes intern, fordi
den er defineret ved operationer (sammensaetning), objekter og pile der en en del af den topos
man fortolker i.

Akvivalent hermed, kan laves en ekstern fortolkning. Her betragtes formlen ¢ som et del-
objekt af [FV(p)] og komplekse formler fas ved at anvende visse funktorer mellem mangder
af delobjekter (betragtet som katagorier) pa simplere fomler. Denne made at fortolke pa kaldes
ekstern, fordi den er defineret ved delobjekter og funktorer mellem maengder af disse, der jo
ikke er en del af den topos man fortolker i.

Mens den interne fortolkning er nemmere (synes vi) at forsta, de logiske konnektiver er
operationer pa objektet af sandhedsvardier, er det ofte nemmere at bevise egenskaber med
den eksterne.

AEkvivalensen mellem disse to formuleringer gir via den naturlige isomorfi givet i Seetning
1.10, men er ikke oplagt for alle logiske konnektiver. Vi giver i dette afsnit beviser for de
sammenhange vi far brug for i Soundness-beviset.

4.1 Logiske pile og lattice-egenskaber

Ifplge [Gol79] s. 151 er Sub(D) en distributiv lattice, dvs. en partielt ordnet mangde, hvor

vilkarlige to elementer har bidde infimum og supremum og infimum distribuerer over supre-
mum; dvs. fN(gUhA) = (fNg)U(fNh)for f,g,h € Sub(D). I Sub(D) er infimum af to
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING4.1 Logiske pile og lattice-egenskaber

delobjekter f og g (noteres f N g) det fibrerede produkt af disse:

fNg——RB

l Ny I!J
A

A D

Supremum f U g af f og g er billedet af koproduktpilen [f,g]: A+ B — D:

A+ B [f59] D

S

Im([f, g])

Seetning 4.1. 1 en topos gelder der for f,g € Sub(D):

a) Xfng = Xf N\ Xg

b) Xfug =XV Xg
Bevis: ad a): Vi skal vise at det ydre kvadrat i

fng D
l l(Xth)
(T,T)
1——=OxQ
L
11— -0

er et fibreret produktdiagram. Det nederste kvadrat er pr. definition af pilen A : Q x Q — Q

et fibreret produktdiagram, sa hvis vi kan vise at det gverste kvadrat er et fibreret produkt,

folger det gnskede af PBL. Vi viser fgrst at det kommuterer. Vi ved at der findes h: fNg — A
h

sa f N g = fh. Betragt nu diagrammet
fng
RS
A ! D
42
12T

%Q

%

hvor den gverste trekant kommuterer og det nederste kvadrat er et fibreret produktdiagram.
Vihar nuat xyofNg=xsfh=TIsh. Men da I4 = Ipf fas at

xfofNg=TIpfh=TIpofNg
Pa tilsvarende vis fas ved at betragte g i stedet for f at

XgofNg=TIpofNg
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING4.1 Logiske pile og lattice-egenskaber

s& vi kan konkludere at
(Xp:xg) o fNg=(T,T)Ipo fNy.
Men da Ifny = Ip o f N g fas nu som gnsket

(Xfsxg) o fNg={(T,T) iy

sa kvadratet kommuterer.
Lad der nu veere givet et objekt C og to pile A: C — D og I : C — 1 sadan at (xr, Xg)A =
(T, T)Ic. Betragt det fibrerede produktdiagram

N
A——=D
|, b
1 T

%Q

Da x A = T¢ findes der en entydig bestemt pil 4 : C — A sd A = fu og Ic = Iap. Betragt
derneest diagrammet

Her har viat T¢ = xgA = xfA 08 A = fu, sa Tc = xgfp, dvs. der findes en entydig bestemt
pilp:C = fNgsadanat p = g'p og Ic = Ifngp. Altsaer X = fg'o = fNgop og Ic = Ifngp
som gnsket.

ad b): Kernen i beviset bestar i at vise, at begge kvadrater i diagrammet

A—L .p? (12)

ngl l(Xfan> lng
o L2000 s e Tel

er fibrerede produktdiagrammet. Pga. af symmetri er det nok at vise egenskaben for fx. det
venstre kvadrat. Vi skal altsa, for at vise kommutativitet, se at (xs,xq)f = (Ta,ida)Xxqf-
Men da (Tq,ida)xef = (Taxg xg)f er det nok at vise TIoxyf = xyf. Betragt hertil det
firbrerede produktdiagram
A D
IAl
1

Xf

Q

R



4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING4.1 Logiske pile og lattice-egenskaber

Her er x;f = TIa = TIpf, men Ip = Igxy sd xyf = TIaxyf som gnsket.
Lad der nu veere givet A : Z — D og «v: Z — (2 sa randen af diagrammet

- ;

D

A
xgf l l(xwm)
Q(Tnﬂdn>Q % Q)

kommuterer, dvs. (xr, Xg)A = (Taq,idq)y. Vi skal vise at der findes en entydig bestemt pil
po:Z = Asa X= foogvy= xgfp. Bemaerk at antagelsen specielt medfgrer at y,A = vy
sa det er nok at vise, at ¢ er entydig bestemt mht. til egenskaben A\ = f¢, thi sa fplger at
7 = XgA = Xgfp. S& betragt diagrammet

o 4-1-Dp

I
1— >0
hvor antagelsen medfgrer at randen kommuterer. Da kvadratet nederst til hgjre pr. definition
er et fibreret produkt, findes en entydig bestemt pil ¢ : Z — A s& A = fp. Sa begge kvadrater
i (12) er fibrerede produkter.
Af Lemma 1.18 fglger nu at ogsa

[f:9]

A+ B D
l/ l(Xf,Xg)
0O+ 0 (Tasida),(Ta,ida)] Q%O

er et fibreret produktdiagram. Lemma 1.19 og definitionen af f U g giver os at sa er

fug

fUg D
l l(XfaXﬁ
B Im([(Taida),(Ta,ida)]) QxQ

er et fibreret produktdiagram, som sammen med definitionen af pilen V : Q2 x Q — Q og PBL
giver at randen af diagrammet

fu
fUg J

D
l(xhx;;)
Im([(TQaidn),(Tn,idn)])Q Q
lv
i Q
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING4.1 Logiske pile og lattice-egenskaber

ogsa er et fibreret produktdiagram. Af 2-aksiomet fglger nu at xrug = X1 V Xg- ] Ved
isomorfien givet i Saetning 1.10 induceres ordningen fra Sub(D) pa Hom(D, ). Med denne
inducerede ordning <p galder:

Korollar 4.2. Den partielt ordnede maengde (Hom(D,Q),<p) er en distributiv lattice med
(1) inf(s,t) = s At
(2) sup(s,t) =sVt

Bevis: Vi har netop vist, at ker(s A t) = ker(s) A ker(¢). At s At <p r betyder jo netop, at
ker(sAt) < ker(r). Resultatet fglger nu af at inf(ker(s), ker(t)) = ker(s)Nker(t). Pa tilsvarende
made vises pastanden (2). O

Bemaerkning 4.3. For to formler ¢ og ¢ med FV(p) C o og FV(¢)) C o definerer vi

[o A = Ao ([e]n, [¥]m2) © Tpry,

hvor projektionerne er

[FV(e)]
o /
[o] —[FV(eAy)]

T

[FV()]

dvs. T1Tpny = Ty 0§ ToTpny = Ty. Det folger nu at
[oAv]=161A D]
Det ses specielt ifplge korollaret, at
inf([¢], [¥]) = [¢ A 9],

Lemma 4.4. Lad f,g,h vere delobjekter af et objekt D i en vilkarlig topos, sa gelder

1. fOh~gnh hvis og kun hvis xyoh =xg0h

2. Xt NXn = Xg N Xh hvis og kun hvis xyoh = xgo0h
Bevis: Se [Gol79] p. 163. O
Lemma 4.5. I enhver lattice gelder

fNh<g hvis og kun hvis (fNh)Ng~ fNh

Bevis: Vi har altid (fNh)Ng < fNh,da fNh=inf(f,h), sa vi skal blot vise, at fNh < g
hvis og kun hvis fNA < (fNhA)Ng.

Antag, at fNh < (fNh)Ng.Da (fNh)Ng < gfas fNh < g. Omvendt, hvis fNh < g sa
er fNh en nedre graense for g, f og h, men den stgrste nedre graense for disse er jo (fNh)Ng
sa fOh<(fNh)Ng O
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING 4.2 Funktorerne V, og 3

Korollar 4.6. Lad f, g, h vere delobjekter af et objekt D i en vilkarlig topos, sa geelder

fNh < g hvis og kun hvis xyngoh = xsoh

Bevis:
fNh<g & (fNnh)Ng~fNnh (Lemma 4.4)
& (fng)Nh=~fNh (en lattice er kommutativ og associativ)
& Xfgoh=xsoh (Lemma 4.5 (1))

4.2 Funktorerne VY, og d,

For to objekter A, B i en topos har vi den ordensbevarende afbilding
7 : Sub(B) — Sub(4 x B)

hvor m: A x B — B er projektionen. 7* kan betragtes som en funktor, og denne funktor har
en hgjreadjungeret (for en given projektion 7), som vi kalder V; : Sub(4A x B) — Sub(B).
(r* burde egentlig noteres n}; da der er tale om en afbilding hgrende til projektionen 7p.
Dette burde dog ikke give anledning til forvirring.)

Definition 4.7. Lad £ vere en topos, A, B to objekter i £ og lad f € Sub(A x B). Sa er
Vr(f) = eg("xs","Taxs")

Lemma 4.8. Lad f : C — B vere (en representant for) et delobjekt af et objekt B. Der
geelder
7 (f)=idax f: AxC — AxB

Bevis: Vi skal vise, at fglgende diagram er et fibreret produkt.

Axc 4w B (13)
37
;

C

B

Diagrammet kommuterer pr. definition af produktpilen (se diagram (14)).
Antag, at vi har givet et objekt D samt to pilea: D — C og f: D — A x B siddan at

w8 = fa. Vi har altsa fglgende diagram:
D
% \
¥
idaxf Y

A<£A><B<—A><CF>C

\_/

tdAT A
P4 grund af produkt-egenskaben findes en entydig pil ¢ : D — A x C séledes at

TCY = « og
wA(ida X flo = mwapB
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING 4.2 Funktorerne V, og 3

Da 78 = fa pr. antagelse, har vi ogsa

B = frcy
Betragt nu fglgende diagram
D (14)
%
AxC
2%
A daxf C
i(V \\f{
A M AxB—T" B

Produkt-egenskaben betyder, at (id4 X f)¢ er den entydige pil fra D til A x B som far
diagrammet til at kommutere, men da 8 : D — A x B ogsa far diagrammet til at kommutere,
ma 3 = (ida X f)p. ¢ er altsa den sggte pil, som viser, at diagram (13) er et fibreret produkt.

O
Korollar 4.9. Et diagram af typen
CxAxB 20 x A
TAXB l lﬂ—A
AxB - A
Ta
er et fibreret produkt.
Bevis:
ToxA =tdc X Ty
Sa korollaret fplger af diagram (13). O

Saetning 4.10.
AV,

Bevis: Da Sub(B) og Sub(A4 x B) er preordninger, gelder 7* -V, hvis og kun hvis
f<Vrlg) &7 (f) <y

for f € Sub(B),g € Sub(A4 x B) (se [vO99] p. 46 ex. c).
Lad f:C — Bogg:D — A x B. 1 fglge Lemma 4.8 har vi

7 (f)=idax f: AxC — AxB
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING 4.2 Funktorerne V, og 3

Betragt diagrammet

g Xg
D AxB Q
Taxns
m™(f)
AxC ™
rxg-l
Vr(9) B 04
I—TAXB—I
i)
C
hvor g = eg(xg, T axp). Vi har
™(f)<g
& xgo(ida x f)=Taxpo (ida x f) (egalisator-egenskaben)
g r_Xg ° (idA X f)—l ="Taxpo (’idA X f)—l
© "xg'of="Taxp'of (se (*))
& f<V(9) (egalisator-egenskaben)

(%) : Txg o (ida X f)7=Txg"0 f

fordi fplgende diagram kommuterer. Tilsvarende for "T 4« p o (idg X f)™.

Ax QA
idAxrxgﬂT ca
AxBX>q
idAxfI
AxC

U
Funktoren 7* har ogsa en venstreadjungeret, som kaldes 3, : Sub(A x B) — Sub(B).

Definition 4.11. Lad £ vere en topos, A, B to objekter i £ og lad f € Sub(A x B). Da er
3x(f) = Im(r f)
hvorm: AX B — B

Saetning 4.12.
Iy dn*

Bevis: Sxtningen vises pd samme made som Szetning 4.10. Det vil sige, vi skal vise, at

f<m(9) ©3(f) <yg

hvor g : C — B € Sub(B), f : X x Y — Sub(4 x B).
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4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING 4.2 Funktorerne V, og 3

Antag forst, at 3,(f) < g. Pr. definition af 3, har vi si fplgende kommuterende diagram

k

3 T
/
7r(f)

XxY—>AxB—>B

Pr. definition af 7* har vi desuden det fibrerede produkt

AxCc T 4x B

wcl l

C B

9

sa da wf = gke findes altsd en pil @ : X xY — A x C sddan at f = 7*(g)a, dvs. f < 7*(g).
Antag omvendt, at f < 7*(g). Da 7*(g9) = id4 X g (Lemma 4.8) har vi det kommuterende

diagram
XxY (15)

Ol

idaXg

AxC—AxB

ﬂcl l

C B

9

Vi ved, at g = eg(T B, xy) (Lemma 1.13) sa

Tp(rf) = Tg(grch) diagram (15)
= Xg(gmch) dag=eg(Tr,x,)
= Xg(”f)

Lav nu det frie produktdiagram (dette kan vi altid ggre i en topos) af 7f med 7 f:

sa er
Im(nf) = eg(p,q)

pr. definition (se [Gol79] 5.111-112). Da Tg(nf) = x4(7f) ifolge ovenstdende udregning, sa
findes der en pil «, som vist pa diagram (16).

Tpod:(f) = apo3;(f) diagram (16)
= aqoaw(f) da Elw(f) :eg(p,Q)
= xg°3:(f) diagram (16)

32



4 EKSTERN KONTRA INTERN FORTOLKNING 4.2 Funktorerne V, og 3

Da g = eg(TB,x,) findes, pga. egalisator-egenskaben en pil  : 3;(f) — C séledes at
9B = 371’(f)7 det vil sige Elw(f) <y

O
Lemma 4.13. Givet funktorer
Gh G2
C_ D &
F Fy
hvor F1 4Gy og F5 4 Go. Da er F1Fy 4 GoGy
Bevis: Se [Lan98] s. 103. O

Seetning 4.14 (Beck-Chevalley betingelsen for funktoren V). Givet et fibreret produkt
af typen (17) i en topos

TCx A

CxAxB——=CxA (17)
WAxBl lWA
AxB p A
Ta

vil folgende diagram kommutere:

X
TexA

Sub(C x A x B) <—— Sub(C x A)

V7"A><Bl lv"A

Sub(4 x B) Sub(A)

(m4)"

Bevis: Vi har et tilsvarende lemma for funktoren 3, (se [Lan92] p.174 prop. 2), dvs. fplgende
diagram kommuterer, nar vi har det fibrerede produkt (17)

= <
Sub(C x A x B) —£ Sub(C x A) (18)
WZXBT T”Z
Sub(A x B) Sub(A)
TA

Da 7%, 5 1 Yru.p (Seetning 4.10) og 35, 4 1 7oy s (Seetning 4.12) er 3, 7 5
VaaxsTox 4 ifolge Lemma 4.13. Samtidig er 7% 4V, og HW'A 4 7} s& vi har ogsa 7rj§1§|7r:4 =
WZ‘VM.

Da 7r;“4§|7r/A = JrouaTixp | folge diagram (18), har denne funktor to hgjreadjungerede,
nemlig 7rij{V7r A 08 Vo 5Toxa 08 da adjungerede er entydige op til isomorfi er WZ“VW -
VraxsTew 4- Betragtet som funktorer pa sekvivalensklasser af delobjekter (hvilket jo er det vi
her interesserer os for) har vi WZ‘VW A = ViaxsToxAr O
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5 TOPOI OG LOGIK

5 Topoi og logik

I logik skelner vi mellem syntaks pa den ene side og semantik pa den anden. At en formel ¢
kan bevises syntaktisk under antagelse af en formel 1 noteres 1 -, ¢ og betyder, at der findes
et formelt bevis (som fx bevistraeerne i afsnittet “Intuitionistisk hgjere ordens logik”) for ¢. I
et formelt bevis skal man alene ud fra axiomerne og antagelserne ved hjzlp af inferensreglerne
kunne udlede det gnskede resultat. Man kan med andre ord betragte et formelt bevis som
rendyrket symbolmanipulation (dermed ikke sagt at det er trivielt!).

I den semantiske verden tillader vi symbolerne at have en betydning — vi fortolker sym-
bolerne. Et semantisk bevis er et matematisk bevis i seedvanlig forstand. Vi er interesserede
i at etablere en forbindelse mellem den syntaktiske og den semantiske verden, saledes at et
resultat det ene sted ogsa er gyldigt det andet sted. Men inden inden vi nar si langt, far vi
brug for fglgende.

Definition 5.1. For hvert objekt [o] defineres en ordning pa Hom([o ], 2) ved

[4]1my <o [¢]my & ker([4]my) < ker([¢]my,) i Sub([a])

Det er oplagt at relationen [o] er en ordning, da den er induceret af ordningen pa
Sub([o])-
Vi bruger ogsa notationen [¢] for [¢]m,.

Lemma 5.2. R
ker([¢]) = ()" (ker[ ¢ ])

Bevis:

. wi(ker[¢])
7r<p(ker[[<p]])>‘i> [o]

| |-

ker[o]— 2L [PV ()]

| ) |1

1 Q

Da begge de sma kvadrater i diagrammet er fibrerede produkter pr. definition, bliver den
ydre firkant det ogsa. Af Q-aksiomet fglger sa at (7,)* (ker[¢]) = ker([¢]my,) =ker([¢]) O
Vi kan nu definere, hvad det vil sige, at en sekvent er sand for en fortolkning:

Definition 5.3. En sekvent 1) b, ¢ er sand for fortolkningen hvis [[12}]] <o [[(,Ao]]

Lemma 5.4. For en formel ¢ med FV(p) C o og en fortolkning (topos) & er folgende
ensbetydende:

1 T <, [¢]
2. [¢]=Tio
3. (my)*(ker[¢]) er det maksimale delobjekt af [o].

Bevis:
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

1L.o2 T<,[e] ©% ker(Trr) < ker([¢]m,), hvor 77 : [o] — 1, dvs w1 = I[,7,
altsd ker(Tpq1) < ker([¢]). ker(T) er det maksimale delobjekt af 1, derfor er 5 (ker(T))

det maksimale delobjekt af [o], idet 7% er ordensbevarende. Lemma 5.2 giver nu sammen
med ovenstaende, at ker(T[,) er det maksimale delobjekt af [o ] og dermed er ker(T[,]) =

ker([[ng]]). Af entydigheden af karakteristiske funktioner (Q2-aksiomet) fglger det nu, at Ty, =
[#]

1.3 Vihar T <, [[ng]] & mr(ker T) < mj(ker[¢]) (Lemma 5.2) og da m7-(ker T) er det
maksimale delobjekt af [o ], er 7, (ker[¢]) ogsd maksimal. O

Definition 5.5. Huvis en formel ¢ opfylder en af de tre ekvivalente betingelser i Lemma 5.4,
da siges ¢ at vere sand for fortolkningen £ og dette noteres £ = .

5.1 Soundness

I dette afsnit vil vi vise, at vores teori er veldefineret forstaet pa den made, at hvis en maengde
S af sekventer er sande for en fortolkning £ (i.e. en topos), sa er hele teorien genereret af
S sand i denne fortolkning. Eller sagt pa en anden made: Hvis man kan bevise en term
syntaktisk, sa galder den ogsa semantisk, dvs. i enhver fortolkning.

Definition 5.6. Lad S vere en mengde af sekventer. Teorien genereret af S, Cn(S) er
defineret ved
Cn(S) =n{T|T er en teori og S C T}

Saetning 5.7 (Soundness). Antag, at T = Cn(S) og at alle sekventer i S er sande for en
fortolkning i toposen €. Da er alle sekventer i T sande for denne fortolkning.

Bevis: Sezetningen bevises ved strukturel induktion over reglerne i en teori, dvs. for hver regel
antages det, at preemissen er sand for fortolkningen og det vises, at sa er ogsa konklusionen
sand for fortolkningen.

axl [T]<[T]iHom([0],Q) =Hom(1,), da < er en ordensrelation.

ax2 Tk, xz = z, hvor z har type A. Formlen z = z fortolkes siledes at ker[z = z] =
eg(id 47,%d[ a7), som er det maksimale delobjekt af [ A] (den universelle egenskab for egal-
isatorer). Da my—; = id[4] er ker [z = z] det maksimale delobjekt og resultatet fplger af
Lemma 5.4.

ax3 Klart, da eg(f,g) = eg(g, f) for alle morfier f,g.

ax4 Se [vO99] p. 37.

ax5 Folger af, at <, er en ordensrelation.
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

s1 Antag, at [¢] <, [¢] og 0 C 7. Lad p : [r] — [o] vaere projektionen, p* er
ordensbevarende, s&

p*(my (ke[ ])) < p*(my(ker[¢])) i Sub([7])
dvs. M)]] <; |[<,Aa]] som gnsket.

s2 Antag, at [[w]] <o [[(p]] I fplge Korollar42harv1[[¢/\x]] = 1nf([[¢]] [[)d]) sz‘i[[Qﬁ/\)d] <o
[[zp]] <4 [[(p]] At ogsa ﬂx/\'(p]] <s [[(,0]] folger af symmetrien inf(f, g) = inf(g, f) for alle f,g.

V1 Antag, at [¢] <, [¢i], i € {1,2}. [91V @2] = sup([ @1 ], [92]); s [9] <o [ 9] <o
[e1Vp2].

V2  Antag, at [%] <o Lo VxI, [[¢A<p]]< IIM]]og [ Ax] <o [u].

[[,u]] er altsa en gvre graense for [¢ A ¢] og [¢ A x]. Den mindste gvre greense for disse
er

[ Aol V[ /\x]]
(W]]/\[[so]]) ([[w]]/\ﬂx]])
= [¢1A el VIx])

(da Hom([¢],9) er en distributiv lattice). Vi har altsi [$] A [¢ V x] <o [¢], men da

[4] <o [eVxler [$1A LoV x] = inf([9], [0V x]) = [#] dvs. [$] <, [12] som onsket.
Inden vi kan vise reglen (—) far vi brug for fglgende:

Saetning 5.8. Lad @, x og ¥ vere formler, hvis frie variable alle er indeholdt i o. Da gelder
[e] <o Ix = 9] e IxAe]l <o [¥]

Bevis:

Da nederste kvadrat i diagram (19) er et fibreret produkt findes en pil j : A — ker(—)
sd hele diagrammet kommuterer. I fplge Q2-aksiomet er det ydre diagram fibreret produkt og
dermed er ogsa den gvre firkant et fibreret produkt.

ker [[(,;]] ker [] (20)
k.
v ker [ x—%]

A————=[0]
lv l[(w)]}

ker(— A
) —=OxQ_—_ZQ

1

ker(—
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

Vi har [¢] <, [x — %] hvis og kun hvis ker([¢]) < ker([x — #]) i Sub([o]) dvs.
hvis og kun hvis der eksisterer en pil & : ker [[gB]] — A sa den gverste trekant kommuterer i
diagram (20).

Hvis k findes, s& faktoriserer [ (, v )]]oker(ﬂap]]) gennem ker(—) (dvs. [ (x, %) Joker([¢]) =
ker(—) o j o k). Og omvendt, hvis ﬂ(x, )] o ker([[go]]) faktoriserer gennem ker(—), sa findes
k pa grund af fibreret produkt-egenskaben for kvadratet i diagram (20).

Da ker(—) = eg(A, m1), sa findes en faktorisering netop nar

ﬂ10|[(>§:1/1)]10ker(|1<;]]2 = /\Oﬂ[(X:l/’)]]Ok%r(H&]]) dvs.
W10<[[X]]a[[¢]]20ker([[90]]) [x Ap]oker([¢]) ) sa i folge Seetning 4.1 a)
Xker|[§<]| Oker[[(p]] - Xker[[)z]]ﬂker[qz;]] Okel‘[[(p]]

I folge Korollar 4.6 galder dette netop nar
ker [x] Nker [¢] < ker [ x] alts& nér
[x Aol <o [¥]

Reglen (—) folger umiddelbart af Seetning 5.8.

MP Antag, at ﬂw]] <4 ﬂ(p—))d] og [W]] <s [[<p]] Af Seetning 5.8 fas [[(,0/\1/]]] <s |[X]] og
da [¢] <o [¢] er inf([9],[¢]) = [¢] dvs. [¢] <, [x]-

1 Ifglge definitionen af | (Definition 1.21) har vi diagrammet

To=ker(L)

0—=1 (22)

Da der findes netop en pil fra det initielle objekt 0 til ethvert andet objekt, er ker(.L)
det mindste element i Sub(1) (se diagram (22)). 7* (ker(L)) = ker(1) er derfor det mindste
element i Sub([[a]])

Hvis |[1/J]] <y 1 m3 [[¢]] = 1 da 1 er det mindste element i Hom([o], ) (ordningen her
er induceret af ordningen pa Sub([o ])), sa er [[¢]] <s [[(p]] for alle formler ¢ med FV(y) C o

A Antag, at [[{p]] <s [[(pAl]] og [[{p]] < [[(;52]] dvs. [[1}]] er en nedre graense for [[goAl]] og [[(;;2]]
og da [1 A p2] er den storste blandt de nedre greenser, er [¢] <, [¢1 A p2]-
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

5.1.1 Substitution

Lemma 5.9 (Substitutionslemma). Lad ¢ vere en term af type A, z: X € FV(p) og t
en term af type X.
Vi har

[EV(e[t/=)] =[FV#)] x [FV(p\{z})]

Fortolkningen af ¢ [t/x] er sammensatningen

idpv(p\{z}) X[ ]

[FV (e [t/2])] [X]x [FV(e\ {=)] = [FV(p)] ~2 4]

Bemeerkning 5.10. Nar vi fortolker en mangde af frie variable FV(p) er fortolkningen
kun entydig op til faktorernes orden, i.e. hvis FV(p) = {z : X,y : Y} kan vi bade have
[FV(p) | =[X]x[Y] og [FV(p)] =[Y] x[X], imidlertid er [ X | x[Y] =[Y] x[X]
hvorfor flertydigheden som regel ikke giver anledning til problemer.

Bevis: Lemmaet vises ved strukturel induktion over maengden af termer t1-t11. Vi vil dog
ngjes med at vise det for nogle udvalgte tilfzelde blandt t1-t11 da det allerede er langt og
meget teknisk.

For t1 og t2 er resultatet umiddelbart.

t3 (¢ = (x1,x2)) Antag, at [ x; [t/z]] hvor i = 1,2 er sammensatningen

ey \ (=1 X[ ¢] [xi]
o [X]x [FV(xi\{z})] >0

[FV(xilt/=])]
Det skal vises, at [(x1,x2) [t/z]] er sammensatningen

[FV (G, x2) [t/ [FV(x1,x2)] —22l g

Vihar [ (x1, x2) [t/]] = [ (x1 [t/2], x2 [t/=]) ] som er produktpilen ([ x1 [t/2][m1, [ x2 [t/z]]72)
hvor projektionerne er

AL FV(xg,x2)\ {2} 1¥[ 1]
DI

}(XI,XZ) [tk
[FV(x1[t/2])] [FV(x2[t/z])]

Hvis vi kan vise, at

(%) (idppvix)\{o}] X [t]) o m1 = 73 0 (id[ vy x2)\{2} 1)

og tilsvarende for x er vi faerdige. Her er 73 : [FV(x1,x2)] — [FVx]
Men

[FV(x1,x2) \{z}] = [FV(x1) \ {z}] x [FV(x2) \ {}]

og
idgomg =myg0idaxp, hvor m4 : A X B — A for alle objekter A, B. (23)

hvoraf (x) folger. Resultatet for xo fglger af symmetri.
t10 fas nu ved at bemeerke, at [ x1ax2] = ao [(x1,x2) ], hvor a € {V,A, =}
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

Vi viser nu lemmaet for tilfseldet ¢ = Vy.4x. Antag som for, at [x [t/z]] er

id PV o\{e} 1%[ ] [x]

[FVO) [¢/2]] [FVOO] —«

Antag desuden, at ¢ kan substitueres for = i V,.4x. Det skal vises, at (a)=(b), hvor

(a)

tdprv(y,, a0\ =3 1%[¢] A
[FV (Vyoax [t/a]) ] et NV ey ] — e
(b)
[FV(x[t/a]) \ {}] — gra1 4, g
Da,

(@) = Va0 [x] o (idprvi (g * [£])
skal vi vise, at

"Ix[t/z]]" = "Ix]" o (idipveonizgy] X [E])

Tlx [t/z]]" er pr. definition den entydigt bestemte pil som passer ind i det kommuterende
diagram (24)

[A] x QlA] (24)
id[Alxr[[x[t/x]]PT =
A F t —_=
[A] % [FV(x[t/2) \ {5} —— >0
Betragt diagrammet
[A] x4l ., (25)
Z'd[A]xr[er

[A] x [FVO)\ {n}] — 50

z'd|[A]|><¢dFV x[t]T /
CO\{z,y} X[t/z]]l

[A] < [FV(x[t/=]) \ {v}]

idpa) X idev(o\fag) X [1]
= ddpa)x[Fveo ] X (2]
= idprveo\fey] * [1]
og [x] o (idipvi\{z}] X [t]) = [x[t/z]] pr. antagelse, hvilket viser at diagram (25)
er kommutativt. Pga. entydigheden af pilen "[x [t/x]]" i diagram (24), er "[x [t/z]]" =

"[x]7 o (idpevon{z3] * [t])
]
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

Subl Antag, at [9] <, [¢] s& skal vi vise, (jvf. Substitutionslemmaet 5.9) at

(91 0 Gdprvnizy] X [E]) © Tyl/a)  SEvyue\{z}
[e] o (idprvipnger] X [E]) © Typt/a)

Men ifglge ligning (23) er dette det samme som at
[9]1 o (idpo\(ay1 % [t]) <Eviguorier [€] 0 (idpogoy % [£])
Det vil sige ifplge Definition 5.1 og Lemma 5.2 er det nok at vise, at
(idfo\ 21 % [ED)* ([P ]) <eviguoriat (idporgey1 x [LD* ([ ])
Og da (id[\ (23] X [t])" er ordensbevarende fglger resultatet.

Sub2 Antag, at [¢] <, [¢[t/2]] og [$] <, [t = s]. Vi ved, at ker[¢ = s] = eg([ 5], [?]),
hvor [3] og [£] er de sammensatte pile

/[[FV(S)%*
[FV(t=s)] [Xx
\ /
[FV(#)]

Vi viser forst, at ker[t = s] = eg(id[ n\rv(t=s)] X [3]sid[o\Fv(1=5)] X [#])- Diagrammet

A id[ o\Fv(t=s)1 <[]
ker[t = sJ>—=[0o] [c\FV(t=s)]x[X]
idp o \Fv(t=s)1X[ %]

kommuterer, idet
(idpo\Fv(t=s)] X [S]) o ker[t =s] = (idpo\pv(i—s)]© ker[t =s]) x ([§] o ker [¢ = s])
(idpo\pv(i=s)] X [E]) oker[t = s] = (id[o\pv(1=s)] © ker[t = s]) x ([#] o ker [t = s])

Vi ved, at ([3] oker[t = s]) = ([{] o ker[t = s]) da ker[t = s] = eg([5],[£]) og vi har
det fibrerede produkt (se Lemma 5.2):

ker[t = s|[———[0]

ker[t = s|— [FV(t = 5)]

sa,

[t]oker[t=s]of = [§]oker[t=s]of altsi

[t]oker[t=s]m=s = [8]oker[t=s]m=s s da m—s ifslge Lemma 1.20 er epi
[t]oker[t=s] = [S§]oker[t=s]
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

Lad h: H — [ o] veere en pil, som opfylder (id[,\rv(i=s)] X [3]) 0 b = (id[o\Fv(1=s)] X
[]) oA

Jvf. (23) har vi [[5]] o 7r|[FV(t )]~ 7T[X]] o (id[[a\FV(t 5)] X [[~]]) hvor 7T[[X]] [[0’]] — [[X]]
og Tpv(i=s)] : [0] — [FV(t = s)]. Dermed haves [3] o mpy(=s)joh = [t]oT[py=s)]0h-
P34 grund af egalisator-egenskaben for eg([5],[£]) findes en pil o : H — ker[t = s] saledes
at ker[t = s] o = 7T[py(=s)] ° h- Betragt igen ovenstaende fibrerede produkt. Der findes

altsd en entydig pil 5 : H — ker [t = s] saledes at ker [t = s]] o 8 = h, hvilket viser, at

ker [t = s] = eg(id[o\rv(i=s)] X [3]: dpo\rv(i=s)] % [])-
Vi har altsa fglgende diagram

R id[ o\Fv(t=5)1 %[ 5] [2]
ker [t = s [0] Z[o\FV(t=9)] x[X]—0
id[ o\Fv(e=s)1X[ 1]

Dvs. ifglge (23) at

[¢ls/a]] o ker[t = s] = [@[t/z]] o ker[t = 5]

Da ker[[qﬁ]] < ker[[tis]] pr. antagelse, findes k : ker[[iﬁ]] — ker[t =s] s& ker[4] =

ker[t = s] ok, dvs [ [s/ac]]] oker[$] = [@[t/z]] o ker[4]
Da ker[4] < ker[¢ [t /z]] pr. antagelse, haves fglgende kommuterende diagram:

ker[ 1)
| K

ker[ o [t/a] [—= o]
l l[w[f/w]]

11—

sa [ [f/x]]] oker[$] = To Ler[ 7 08 dermed er [ [g/x]]] oker[¢] = To Lerg - Da vi 0gsa
har fglgende fibrerede produkt:

ker[ ¢ [s/a] [ []
l l[w[s‘/w]]]

1————Q

samt pilene ker[] : ker[$)] — [o] og Der 47 ker[4] —> 1 som opfylder [¢[s/x]] o
ker[¢)] = T o liex 7> fés en pil j : ker[9] — ker[p[s/z]], hvilket viser, at ker[4] <
ker[ ¢ [é/m]]] og dermed [9] <, [¢ [sA/:c]]] som gnsket.

5.1.2 Kvantorer

Alkvantoren Vi skal vise, at

[9] <o [¢] © [9] <o\iz) [Vaiaw]
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5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

Strategien er, at vise reglen (V) for funktoren V, : Sub(4 x B) — Sub(B) og derefter at
vise sammehzengen mellem denne funktor og den logiske pil V4 : QI41 — Q.
Vi har de saedvanlige projektioner:

[o] —~[FV()]

|

[o\{z}]

og
[o] —%[FV(y)]

hvor 7y, = 7T;p7Tz da z € FV(%).

my (ker[4]) < my(ker[@]) i Sub([o])
& (mymg)(ker[¢]) < wp(ker[])
& my(myker[9])) < wp(ker[])
o n;/;(ker[[zp]]) < Vi, mh(ker[o]) da 72 4V,
& my(ker[¢]) < g, 0V ker[@]) i Sub([o\ {«}])

Hvor den sidste bi-implikation fglger af, at vi har fglgende fibrerede produkt i fglge Korollar
4.9.

T

[o] [FV(p)]

“l lwg
[o\ {2}] 55— [FV(p) \ {z}]

Af Satning 4.14 fplger det, at

* %
V”rmﬂ-(p - ﬂVz:A‘P 7T;

Hvis vi kan vise, at Vs (ker[¢]) = ker([Vz.a¢]) er vi feerdige. Vi har

I—Xker|[ © ]]_‘:rll Lp]l—l
Vi (ker[@])>——[FV(¢) \ {z}] olAl
"TEEv(e) 1"

da V_ (ker[¢]) = eg([¢], " T[rv(e)]")- I enhver topos har vi desuden ifglge Lemma 1.13
egalisatoren

TIFV(e\{=} ]

ker([[vm:A(P]])>—> [[FV(()O) \ {:C}]] NG ¢
[Va:ae]

Vi viser forst, at Tpy(p)\(e}] © Vo (ker[@]) = [Viap] o Vo (ker[p]) herefter fis af
egalisator-egenskaben for ker([Vz.4¢]) en pil 0 : V1 (ker[¢]) — ker([Vg.a0]).
Betragt nu de kommuterende diagrammer:

[A] x Q4] (26)
idAXrT[Fvw)fT

[A] < [FV(e)\{z}] ——= 0



5 TOPOI OG LOGIK 5.1 Soundness

[A] x QL4 (@)
id[A]er[A11T \\\<3Ejfi\\i
[A] x 1
id[[Ale[FVM\{z}]T

[A] % [FV(p) \{z}]

Q
Tpa1ma]

Altsa

Traymag © (ddpag X Iipvig)\ o} 1)

evpag o (idpay X "Tpay?) o GdA] X Iipv(p)\{a}])
= evpajo (idpay X ("Trag" o fppvip)\{} 1)

Da der kun findes én pil I[pv(y)] fra [FV(p)] ind i det terminale objekt 1, er If 47mpag©
(’ld[[A]] X I[[FV(cp)\{w}]]) = I|[FV(<p)]] og dermed haves

Traymraye (dpay X Ippveon=r1) = T o Ipvie)] = TIFv(e)]

sd pga. entydighed af rT[FV((p)]]—' i diagram (26) er l—T|[FV(<p)]]—| = rT[A]]—' o I|[FV((p)\{m}]]' Vi
har nu fglgende kommuterende diagram

er; (ker[¢]) [FV(p)\ {z}]
I "[[(p]]ﬂl/
[FV(e) \ {z}] 1 "Trar’ QlAl _}'Wm:Aw]l
l/ V[A]l/ .

R
TIEV(p\{a} T

Det vil sige T[rv(p)\{z}]° Vs’ (ker[¢])) = [Va:ae] o \ (ker[¢]) som gnsket.
Vi har nu vist, at Vs (ker[¢]) < ker[Vz;4¢]. Den anden ulighed fis ved at vise, at
"[o]™ o ker[Vaap] = "Trvip)]" © ker[Va.ap] og derpa bruge egalisator-egenskaben for

VW; (ker[¢]).

"Treve)1 o ker[Veap] = "TpayT o (I[rvip)\je}] @ ker[Va:a¢])

= "Tray o 1rvip)\fo} ] © Tker[ V. a0]
= rlI‘P]]—loker[[V;v:AQO]]

hvor den sidste ulighed fglger af diagrammet

l lr[w]]1
1 ICH RPN Y

l lV[A]
1 T Q
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6 PEM GALDER IKKE I ENHVER FORTOLKNING 5.2 Fuldstendighed

Eksistenskvantoren Pa samme made som i ovenstaende bevis kan man vise de to regler
31 og 32 for funktoren 3, samt sammenhangen mellem denne funktor og den logiske pil 3 4.
Et bevis for de to regler 31 og 32 for funktoren 3, finder man i [vO99] p.37.

5.2 Fuldstendighed

Fuldsteendighed er modstykket til soundness dvs. hvis en sekvent ¢ - 1 er sand for enhver
fortolkning, da kan den bevises syntaktisk. Der galder fglgende satning

Seetning 5.11. F ¢ hvis og kun hvis € |= ¢ for enhver fortolkning &.

Udsagnet “€ = ¢ for enhver fortolkning £ hvis - ¢” er bevist i afsnittet om Soundness.
Den anden implikation kaldes fuldstendighed og kan vises ved at konstruere en sidkaldt syn-
taktisk kategori ud fra teorien C), (@) (se Definition 5.6). Man konstruerer med andre ord en
kategori som “svarer til” aksiomerne for ITHOL. Herefter viser man, at denne kategori er en
topos (dette er den svaere del). Konstruktionen ggr, at sandhed i denne topos medfgrer syn-
taktisk gyldighed. Denne bevis-strategi kan blandt andet ses i [vO99] 4.4 s. 39, hvor beviset
er udfgrt for regulzre logikker og kategorier.

Der findes topoi, som er modeller for klassisk logik fx. kategorien Set. At dette ikke gaelder
alle topoi fglger af ovenstaende saetning, som siger, at en formel kan bevises vha. aksiomerne
fra THOL hvis og kun hvis den er sand i enhver topos. Det, der adskiller IHOL fra klassisk
logik, er at Princippet om det udelukkede tredie (PEM!! ), altsi formlen p V —p, ikke gaelder
i IHOL. Det vil altsa sige, at der findes topoi hvori PEM ikke gzlder. Naeste afsnit giver et
eksempel pa en sddan topos.

6 PEM g=lder ikke i enhver fortolkning

Vi vil i dette afsnit vise at toposen Set™ ikke opfylder PEM. Set™ er et specialtilfzelde af
toposen Set®”, hvor C er kategorien {0 — 1}. Med — betegner vi pilen 0 — 1. Et objekt i
Set ™, altsa en funktor F : C°P — Set, er entydig bestemt ved at vaelge to objekter (mzengder)
F! og FU i Set samt en pil (funktion) F~ : F' — F? i Set. En pil i Set™, altsd en naturlig
transformation p : F = G, er entydig bestemt ved at veelge et par af pile (funktioner)
(p1 22 pwo)'? i Set sdledes at diagrammet

Fl L)Gl

el e

PO == G

kommuterer.

Inden vi gar i krig med PEM, skal vi se hvordan delobjektsdeterminanten og de kara-
teristiske pile i Set™ ser ud. Det ggr vi ved at bruge det vi fundet ud af for Set®” og sa
specialisere til tilfeldet C = {0 — 1}.

Det ses let at samtlige idealer pa 1 er S = {id1,—}, {—} og 0 og at samtlige idealer pa
0 er Sy = {idp} og 0. S& vi har altsa

Q' = {0,{—=1},51} og Q°={0,S}.

fra engelsk: Principle of the Excluded Middel.
2Denne notation for par er inspireret af bla. [Gru00]
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6 PEM GALDER IKKE I ENHVER FORTOLKNING

For pilen Q7 : Q! — Q0 far vi

Q@) = 0- =0
({2} = (=} =0
Q_>(81) =81 =>=8p.

Hvis vi kalder @ for 0, {—} for % og &1 samt Sy for 1 far vi, at

Q' = {0,%,1} og Q° ={0,1}.
og
07(0) = 07(5) =0 0g @7(1) = 1.
Den naturlige transformtion T = (T =2 Tg) fra 1 = ({*} — {x}) til Q er sa givet ved
Ti(x) =81~ 1 og To(x) =8y ~ 1.

Lad nu G vere en delfunktor af F’; vi skal se hvordan den karateristiske pil x¢ = (x¢,1 =
Xa,0) for G ser ud. Givet z € F! har vi

xa1(z) = {f € Si|F(f)(z) € G(dom(f))},

dvs.
idi € xg,1(z) & F(id)(z) € G' & 2 € G og
— € xg1(z) & F7(z) € G°,

sa da id; € XG,l(-’L') = chl(x) = &y far vi
0~0, ¢CG AF(z)¢ G
xa,(z) =

{=}~1, z¢G'AF7(2) €GO (28)
S~ 1, r€G'ANF?(z) e G

Givet z € F° har vi

xao(x) ={f € S|F(f)(x) € G(dom(f))},

dvs.
idy € xg0(z) & F(idy)(z) € G® & z € GY,
s& vi far ’ e
~0, =z
xoola) = { 570 TE e @

Vi er nu i stand til konkret at beregne pilene — og V i Set™.
Negationspilen — = (—! :: =0) er karakteren for pilen 1 = (L; :: 1) der selv er karakteren
for (0 — {}) = (0 — {*})). Vifar altsd L1(*) =0 ~0€ Q! og Lo(x) =0 ~0¢€ QO Ved at
benytte (28) fas nu da Im(L;) = {0} og Im(Ly) = {0} at

0, z£0ANZ#0
%, z#0ANz =0
1, z=0ANz=0

-l =X, =
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6 PEM GALDER IKKE I ENHVER FORTOLKNING

Da betingelsen for % aldrig er opfyldt, fas at

Ved at anvende (29) ses at
0 0, z=1

Nu til disjunktionspilen V. Pr. definition er den givet at veere karakteren for billedet af pilen
k = [(Tq,idq), (ida, Ta)]. Med oplagte betegnelser seetter vi ko = (T q1,4dq:i) og tilsvarende
kgi = (idqi, T,q1) for i = 1,0, samt k = (k1 2 Ko) = ([Ka1,k81) i [Ka0, Kp0))- Det verificeres
nu nemt at

Ral Ra0 Kp1 KB0
(1,0) | (1,0) | (0,1) | (0,1)
(1,3) (3:1)
(1,1) | (1,1) | (1,1) | (1,1)

=N O]

sa det fglger at

Im(k1) = Im(kq1) UIm(kg1) = {(0,1)

(1,0),(3,1),(1,5), (1,1)}
Im(ko) = Im(Kqo) U Im(rkgo) 1

(0,1, (1,0), (1,1)}
Ved at anvende (28) og (29) fas at
, ¢ ¢ Im(k) A(Q7 x Q7)(z) ¢ Im(ko)

0
Xim(s),1(€) = { 30 @ ¢ Tm(k) A(Q7 x Q7)(z) € Im(ro)
1, z€Im(k) A(Q7 x Q7)(z) € Im(ky)

og
0, z ¢ Im(ko)
XIm(Ii),O(:E) = { 1, z¢€ Im(ﬁo).
Der gaelder nu, da (27 x Q7)(3,0) = (1,0) at

1 1 1 1
le(n),l(ia_'li) = XIm(n),l(EaO) =3

mens 1 1
Ti(=)=1# —.
1(2) #+ 5

Altsd er ¢V —q # T(g) hvor g : 1 — Q er defineret ved ¢! (x) = 3 og ¢°(*) = 1. Specielt gaelder
[pV —p] =T ikke for enhver term p af typen 2 i enhver fortolkning i Set™.
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7 KONKLUSION

7 Konklusion

Formalet med dette projekt har vaeret at bygge videre pa den viden om sammenhzngen
mellem kategorier og logik, som vi opndede i kurset Kategoriteori. Vi har beskaftiget os med
et emne, der er afgraenset, men alligevel bredt idet det inddrager dele af bade kategoriteori
og logik. Det har veeret vigtigt for os at forstd stoffet til bunds frem for at inddrage flere
aspekter af emnerne.

Vi har indfgrt begrebet topos, og en stor del af projektet har veeret at vise vigtige
egenskaber ved dette. Intuitionistisk hgjere ordens logik blev introduceret ganske kort. Den
vaesentligste del af projektet har varet at studere fortolkningen af IHOL i en topos herunder
at bevise soundness (som vi i gvrigt er kede af, at vi ikke kunne finde et godt dansk ord for!).

I forlgbet har vi opnaet stor indsigt i sammenhangen mellem kategoriteori og logik, og
i seerdeleshed set slagkraften i anvendelsen af kategoriteori. Projektet blev ret omfattende (i
sider), da vi har lagt veegt pa at udfgre beviserne mere detaljeret end traditionen inden for
kategoriteori foreskriver.

En oplagt fortsattelse af projektet ville veere at gennemfgre beviset for fuldstaendighed.
En anden mulighed kunne vaere at kigge pa4 sammenhaengen mellem funktorkategorien Set®*”,
hvor C er en preordnet maengde, og Kripke-semantik.
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7 KONKLUSION

Ordbog

adjungeret = adjoint

adjunktion = adjunction

cartesisk afsluttet = cartesian closed
delobjekt = subobjekt
delobjektsdeterminant = subobjekt classifier
enhed = unit

egalisator = equalizer

fibreret produkt = pullback

frit produkt = pushout

grense = limit

ko- = co-

sekvent = sequent

transponeret = tranpose

Notation

dom(f) er domaenet for pilen f.

kod(f) er kodomanet for pilen f.

I4 er den entydige pil A — 1.

O4 er den entydige pil 0 — A.

T4 er den sammensatte pil TI4: A — 1 — Q.

id 4 er identitetspilen pa A.

eg(f,g) er egalisatoren for f og g.

Hvis f: C x A — Bsder "f7: C — B* den eksponentielt transponerede.

FV(p) betegner maengden af fri variable i termen .

Hvis FV(¢) C o, s er 7, projektionen [o] — [FV (¢)].

Hvis ¢ og t er termer og z en variabel af samme type som ¢, sa er ¢ [t/z] termen ¢, hvor alle
forekomster af = er erstattet af termen £.

ma; t Ay X Ag XX Aj X+ X A, — A, er projektionen fra et produkt af objekter (heriblandt
A;) ned pa objektet A;.

g X f betegner produktpilenpilen (97 gom(g), f Tdom(f))

[e] = [¢lm,
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