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Dette eksamenssaet bestar af 3 opgaver med tilhgrende delopgaver, der til-
sammen udggr 100 point. Delopgaverne i hver opgave vaegtes ens. Du har i alt
4 timer til din radighed. Husk at angive sidetal, navn og studienummer pa alle
sider i din besvarelse. Eksamensattet bestar af 9 nummererede sider.

CLR refererer til “Introduction to Algorithms” af Cormen, Leiserson og
Rivest, 18. tryk, 1997.



Opgave 1 (30 point) Grafer og grafalgoritmer

Fglgende opgave omhandler konstruktion af det mindst udspaendende trae
(minimum spanning tree) for en sammenhangende, uorienteret graf. Be-
tragt den vaegtede graf nedenfor. Hver knude er navngivet med et tal fra
1 til 11, og hver kant er navngivet med et bogstav fra a til o. I tabellen
under grafen er hver kants vaegt specificeret. F.eks. har kanten j veegten
13. Som bekendt kan man anvende Kruskals algoritme (CLR 24.2) til at
finde det mindst udspzendende trae for en vaegtet graf.

Kant |a| b | c |d|e|f|lg|h|i| j |k|]l|m|n]| o
Vegt | 3| 15 | 12 6144137910111
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a) Angiv hvilke kanter, der er med i det mindst udspaendende trae for
grafen i figuren ovenfor, samt den raekkefglge disse trae-kanter bestemmes
af Kruskals algoritme.

Svar a) h,e,a,i, f,g,k,l,0,c.

I det fplgende betragter vi en sammenhzngende og uorienteret graf G =
(V,E). Vilader n = |V| betegne antallet af knuder i G. Vi kalder en graf
for en tynd graf, hvis den kun har linezert mange kanter, dvs. |E| er O(n).

I de fglgende opgaver b), c) og d) antages det, at G er en sammenhaengende
uorienteret tynd graf, der er repraesenteret ved adjacency-list repraesen-
tationen (CLR 23.1).



b) Angiv kgretiden for at finde det mindst udspaendende trze for den tynde
graf G ved hjelp af Kruskals algoritme.

Svar b) O(nlgn).

c) Betragt k kanter e, e,...,ex € E i den tynde og sammenhangende
graf G. Beskriv en algoritme, der afggr, om der findes et udspaendende
trze, der indeholder kanterne e, ..., e, og i givet fald finder det mindst
udspzendende trae med disse kanter eq,...,e;. Angiv udfgrelsestiden for
algoritmen.

Svar ¢) E' =ej,e9,...,¢e; € E er indeholdt i et udspsendende trze hvis og
kun hvis grafen G' = (V, E') ikke indeholder kredse. Dette kan undersgges
ved hjzlp af et dybde-forst gennemlgb af G’ i O(n) tid.

d) Antag, at alle kant-vaegtene for G har en vaerdi mellem 1 og 3n. Beskriv
en algoritme, der finder det mindst udspsendende trae for den tynde graf G
itiden O(nlg(lgn)). Det kan frit udnyttes, at enhver sekvens pa O(n) ope-
rationer (MAKE-SET, UNION og FIND-SET) for disjoint-set data struk-
turen kan udfgres i tid O(nlg(lgn)).

Svar d) Vianvender COUNTING-SORT til sorteringen i Kruskals-algoritme.
Den samlede tid bliver da O(nlglgn).



Opgave 2 (40 point) Lister og sggning

Denne opgave omhandler bl.a. lister, sggning og halveringsteknik. Opga-
ven tager udgangspunkt i haegtede lister, som beskrevet i CLR 11.2

Lad L veere en enkelthaegtet liste (engelsk “singly linked list”). Lad head[L]
betegne pegeren pa det forste element i listen. Hvis head[L] =NIL, er li-
sten tom. Hvert element har en peger, next, som peger pa det nzste
element i listen. Hvis z er det sidste element i listen, sa er next[z] =NIL.
Hvert element har ligeledes et key felt, som er et tal. Det antages, at
key felterne i listen er sorteret i stigende orden. Det vil sige, at for to
nabo-elementer z og y = next[z] i listen geelder det, at key[z] < key|y].

Betragt fglgende procedure TEST:

TEST(L, K)

1. = < head[L]

2. while z #NIL and key[z] < K
3. do z + next[z]

4. if £ =NIL

5.  then return FALSE
6. if key[z] = K

7. then return TRUE
8 else return FALSE

a) Beskriv, hvad procedure TEST ggr, safremt L er sorteret, og angiv
kompleksiteten for procedure TEST.

Svar a) TEST undersgger om der findes et element med ngglen K i L.
Betragt fglgende to procedurer LANGDE og BYT:

LENGDE(L)

z < head[L]

k<+0

while & #NIL
dok«+—Ek+1

x  next(z]
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return k



BYT(L)
1. > Det antages, at proceduren LENGDE(L) returner et positivt,
ulige heltal.
z < head[L]
while next[z] #NIL

do nezxt[z] + nert[nert[z]]
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z + nect[z]
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I figuren ses et eksempel pa en liste med 5 elementer for og efter et kaldt
til BYT.

I den resterende del af opgaveteksten betragtes udelukkende lister med n
elementer, hvor n kan skrives som 2% + 1 for et heltal k£ > 0. Det vil sige
tallene 2,3,5,9,17,33,....

b) Lad L vere en liste med n = 17 = 2* + 1 elementer. Fgrst kaldes
procedure BYT(L), og dernaest kaldes procedure LENGDE(L). Hvad re-
turnerer procedure LENGDE(L)?

Svar b) Langde returnerer n +1/2 = 18/2 = 9.

c) Lad L vere en liste med n = 2% 4+ 1 elementer for et k& > 1. Hvor
mange gange skal procedure BYT(L) kaldes, for et kald til procedure
LENGDE(L) returnerer 2?7

Svar c) k.

Lad L vere en enkelt haegtet liste med key og next felt som beskrevet i
ovenstaende. Hvert element i listen lader vi nu endvidere have en tabel,



hop, af pegere. For en liste med n = 2% 4+ 1 elementer indeholder hopta-
bellen k pegere, hop[l--- k. For ethvert element z er hop[z][j] pegeren i
den j’te indgang i z’s hoptabel.

Betragt fglgende procedure HOP1:
HOPI1(L)
1. > Det antages, at proceduren LAENGDE(L) returnerer et positivt
ulige heltal.
x < head[L]
while next[z] #NIL
do hop|z][1] - next[next|z]]
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x < hop|z][1]

d) Givet er en liste L med n = 9 = 2% + 1 elementer. Antag, at hop[z][i]
for hvert = og i er initialiseret til NIL. Tegn datastrukturen efter et kald
til procedure HOP1(L), hvor pegere, der er NIL, ma udelades.

Svar d)
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Betragt fglgende to procedurer HOP og HOPTABEL:

HOP(L, i)

1. z + head[L]
2. while hop[z][i — 1] #NIL
3. do y < hop|z][i — 1]

4. hop[z][i] < hop[y][i — 1]
5. x + hoplyl[i — 1]
HOPTABEL(L)

1. n «+ LAENGDE(L)

2. T nedestiende antages det, at k er sat siledes, at n = 2F 4+ 1
3. ifk>0

4 then HOP1(L)

5. if k> 2



6. then for i + 2 to k
7. do HOP(L,1)

e) Lad L vzre en liste med n = 2%+ 1 elementer for k > 0. Det antages, at
hop[z][i] for hvert z og 7 er initialiseret til NIL. Vis, at tidskompleksiteten
for et kald til procedure HOPTABEL(L) er O(n).

svar e) Bemark at HOP procedureren fordobler leengden af det interval
den springer hver gang. Tidskompleksiteten bliver fglgelig O(n/2+n/4 +
n/8---) = O(n).

f) Lad L veere en liste med n = 2% +1 elementer for k£ > 0, og med key fel-
terne sorteret i stigende orden som beskrevet tidligere. Antag, at hop[z][]
for hvert x og i er initialiseret til NIL, og at der dernzest er foretaget et
kald til procedure HOPTABEL(L). Beskriv i ord, hvordan man kan kon-
struere en procedure N/AESTE(L, z), der returnerer et element, hvis key
vaerdi er det mindste i listen, der er strengt stgrre end z. Hvis et sadant
tal ikke findes, skal programmet returnere —1. Den beskrevne procedure
NZESTE skal have tidskompleksitet O(k).

Svar f) Ved hjelp af hoppegerne kan man udfgre en binzer sggning. Tiden
bliver O(logn) = O(k).



Opgave 3 (30 point) Rgd-sort-traeer

Denne opgave omhandler rgd-sort-traeer. Figurerne, der hgrer til opgaven,
fglger konventionen i CLR. I besvarelsen skal knudernes farve tydeligt
fremga. For eksempel ved at skrive r for rgd og s for sort ud for knuderne.

a) Traeet T i figuren ovenfor overholder ikke egenskaberne for rgd-sort-
treeer. Vis, hvordan 7" kan @ndres og farvelzegges uden at sndre roden,
s traeet overholder egenskaberne. Det modificerede trae skal indeholde de
samme vaerdier som 7'
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b) Indseet veerdien 8 i rgd-sort-treeet i figuren med tre interne knuder
ovenfor. Indsat derefter veerdien 13 i det trze, hvor 8 nu er indsat. Al-
goritmen til indsaettelse i rgd-sort-traeer beskrevet i CLR skal benyttes.
Beskriv resultatet ved at illustrere algoritmens virkemade.
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c¢) Slet vaerdien 22 i rgd-sort-traeet i figuren ovenfor. Algoritmen til at
slette i rgd-sort-treeer beskrevet i CLR skal benyttes. Beskriv resultatet
ved at illustrere algoritmens virkemade.

d) Beskriv en algoritme TAL-SORT(r,v), hvor r er roden af et rgd-sort-
tree T', og v er en veerdi. TEAL-SORT returnerer antallet af sorte knuder i
T, hvor veerdien i knuderne er stgrre end eller lig med v. Algoritmen skal
have kompleksiteten O(k + lgn), hvor n er antallet af knuder i T', og k er
antallet af knuder i 7" med veerdi stgrre end eller lig med v.

Svar d) TEL-SORT(r,v) kan implementeres ved forst at lave en sggning
efter 7 i T. Derefter finder vi alle knuder w, hvor key[w] > r med kald til
TREE-SUCCESSOR. Undervejs taller vi antallet af sorte knuder. Sggningen
tager O(lgn) og den samlede tid til TREE-SUCCESSOR er O(k).

e) Givet et rgd-sort-tree 7', hvor roden har black-height h. Hvad er det
faerrest mulige antal interne, sorte knuder, som 7" mindst skal indeholde?
Hvad er det stgrst mulige antal interne sorte knuder, som 7" kan indeholde?
Husk, at alle interne knuder har to bgrn.

Svar e) Minimalt skal 7' indeholde 2?~! + 1 interne sorte knuder. Dette
opnas med et fuldsteendigt binzert trae af hgjden h. For at maximere antal-
let af sorte kan vi skiftevis farve hvert andet niveau af traeet sort startende
med bladende. Det maximale antal interne sorte knuder er dag Zh/ 2 92i

hvis £ er lige og 1+ Y1 4 1/292i+1 yis 1 er lige.
Svar a,b,c) Blade er undladt.
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