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Dette eksamenssat bestar af 3 opgaver med i alt 13 delopgaver. De 13 delop-
gaver vaegtes ens i bedgmmelsen. Du har i alt 4 timer til din radighed. Husk at
angive sidetal, navn og studienummer pa alle sider i din besvarelse. Eksamenssaet-
tet bestar af 8 nummererede sider.

CLR refererer til “Introduction to Algorithms” af Cormen, Leiserson og Rivest,
18. tryk, 1997.

I besvarelser, hvor der der skal angives effektive algoritmer, leegges der i
bedgmmelsen vaegt pa den beskrevne lgsnings asymptotiske tidskompleksitet.
I spgrgsmal, hvor der skal angives tidskompleksitet, skal denne udtrykkes i O-
notation med mindst mulig vakstrate.



Opgave 1

Denne opgave handler om O-bestemmelse, binzer sggning og amortisering. I op-
gaven antages det, at tabelller med n indgange starter med indgang 0 og slutter
med indgang n — 1.

a) Lad pl veere en procedure, der har tidskompleksiteten O(n?), og p2 en pro-
cedure, der har tidskompleksiteten O(n?). Lad p3 veere en procedure, der fgrst
kalder pl og dernaest kalder p2 og ellers intet ggr. Angiv tidskompleksiteten
for p3.

Svar a) O(n?)

Betragt nedenstaende procedurer:
Fl(n)

1. 2+ 1

F2(n)
1. whilen > 1

2. don+n-1

F3(n)
1. whilen > 1

2. do n + |[n/2|

F4(n)

1. whilen > 1

2. dofori+ 1ton
3. doj«+1
4. n<n-—1



b) Antag at ovenstaende procedure kun bliver kaldt med et heltal n > 0.
For hver af de fire ovenstaende procedurer skal du angive tidskompleksiteten
udtrykt i n.

Svar b)

F1: O(1).
F2: O(n).
F3: O(lgn).

F4: O(n?).

Lad S vare en mangde af n forskellige heltal. Lad tallene fra S vare repraesen-
teret i en tabel A med n indgange. Antag at tallene er repracsenteret sorteret i
A, det vil sige at A[i] < A[j], hvis 0 < i < 7 < n — 1. Lad COUNT(z,y) vere
en procedure, der som argumenter har to heltal z og y, hvor z < y. Procedure
COUNT(z,y) skal returnere antallet af tal fra S, der er bade stgrre end z og
mindre end y. Eksempel: Hvis A = (5, 10, 33, 49, 66, 75, 82, 95, 100), sa returnerer
COUNT(47, 85) tallet 4.

c) Beskriv hvorledes COUNT(z,y) kan implementeres, sa den har komplek-
siteten O(logn).

Svar c¢) Vi kan lave en binzr sggningen efter det mindste tal stgrre end z og
det stgrste tal mindre end y. Dermed finder vi indices 7 og 7, hvor 0 <7 < j <
n. Antallet af tal mellem x og y er da j — 1.

Lad B vare en tabel bestaende af n tal. Til at starte med er B initialiseret
saledes, at alle tallene i tabellen er 0 eller 1. Altsa B[i] = 0 eller B[i] = 1 for
enhver indgang 7. Betragt nu fslgende procedure :

AMORI1(1)
1. if0<i<n-—1and B[i] =1
2.  then B[i] =0

3. AMOR(i + 1)

Eksempel: Lad B = (1,0,1,1,0,1,0,0,0,0,1,1,1,0, 1). Det vil sige at B[0] =
1, B[1] = 0, B]2] = 1, B[3] = 1, B[4] = 0. Efter et kald af AMOR1(2) vil
B =1(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1,0,1).



d) Antag at B er initialiseret som beskrevet ovenfor, og B herefter alene
opdateres via en rakke kald til AMOR1. Hvad er kompleksiteten af et sadan
kald af AMOR1? Hvad er kompleksiteten af n sadanne kald af AMOR1? Begge
svar skal begrundes.

Svar d) Et enkelt kald til Amorl kan tage hgjst O(n) tid hvis alle indgange
i B er 1. n kald til Amorl kan tage hgjst O(n) tid da hver indgang i B hgjst
e@ndres en gang.

Lad C vere en tabel bestaende af n tal. Til at starte med er C' initialiseret
saledes, at alle tallene i tabellen 1. Altsa C[i] = 1 for enhver indgang i. Betragt
nu fglgende procedure:

AMOR2(i, j)

1.if0<i<n—-1land 0<j<n-—1and C[i] > C[j] >0
2. then for k + 1 to C[j]

3. do Cli] + C[i] + 1

4. Clj] « 0

Eksempel: Antag at der har vaeret en raekke kald af AMOR2 og C = (z,,0, 2,0,0, w),
hvor z,y, z,w > 0. Det vil sige, at C[0] = = og C[1] = y. Antag = > y. Efter et
kald af AMoOr2(0,1) vil C = (v,0,0,2,0,0,w), hvor v = = + y. Det vil sige, at
det mindste tal y er blevet lagt til det stgrste tal z, hvilket har taget tiden O(y).

e) Antag at C er initialiseret som beskrevet ovenfor, og C herefter alene
opdateres via en rakke kald til AMOR2. Hvad er kompleksiteten af et sadan
kald af AMOR2? Hvad er kompleksiteten af n sadanne kald af AMOR2? Begge
svar skal begrundes.

Svar e) Et enkelt kald til Amor2(i, j) tager hgjst O(C[j]) = O(n) tid. Betragt
den ite indgang i C' som en kasse med C[i] elementer. Amor2(i, j) kombinerer
da kasse 7 og 7 ved at flytte indholdet af den mindste kasse ¢ over i den stgrste
kasse j. Den nye kasse er nu mindst dobbelt sa stor som den mindste kasse.
Folgelig flyttes et element hgjst lgn gange. Kompleksiteten af n kald til Amor2
er derfor hgjst O(nlgn).




Opgave 2

Denne opgave handler om orienterede, vaegtede grafer og algoritmer for at finde
korteste veje i sadanne grafer.

For alle delopgaver antages, at input-grafen er givet som en adjancency-list
reprasentation, jvf. CLR side 465-466. Endvidere antages det at kanterne har
positive heltalsvaegte. I resten af opgaven lader vi n betegne antallet af knuder i
input-grafen og m antallet af kanter.

Figur 1: Graf med vaegte.

a) Angiv adjacency-list repraesentationen for grafen i figur 1.

Svar a) Se figur 2.

Figur 2: Adjacency-liste reprasentation af figur 1

b) Lad s ogt vaere to knuder i en orienteret graf G. Angiv en effektiv algoritme
for at finde den korteste vej fra en given knude s til en given knude ¢ i G. Angiv
ogsa tidskompleksiteten for algoritmen, under antagelse af at m er O(n).

Svar b) Vi kan anvende Dijkstras algoritme. Tidskompleksiteten er
O(mlgn) = O(nlgn).




c) Beskriv en algoritme, der finder lzngden af den korteste vej fra s til ¢, der
gar via en given knude w. Det vil sige finder lzengden af den korteste vej fra s
til ¢, hvor w ligger pa vejen. Angiv tidskompleksiteten for din lgsning.

Svar c¢) Find den korteste vej fra s til w og fra w til ¢ og leeg leengderne
sammen. Dette kan ggres med to kald til Dijkstra og tager derfor O(nlgn).




Betragt nu et rodfaestet, binzert tree 7 med roden r. For en kant (u,v) i traeet
T er v barn til u. Til hver kant (u,v), i traeet T, er der associeret en orienteret
graf G(u,v). Disse grafer udggr komponenterne i en samlet stor graf G = (V, E)
med n knuder, som vi kalder en komponent graf. I hver delgraf G(u,v) er der to
specielle knuder s(u),t(v) € V, der kan vere falles med de gvrige delgrafer. Vi
antager, at der altid er en orienteret vej fra s(u) til t(v) i G(u,v). Der geelder for
hvert par af kanter (u,v) og (v, w) i T, at knuden ¢(v) er lig med knuden s(v) for
henholdsvis G(u, v) og G(v,w). Ingen gvrige knuder i delgraferne kan veere faelles
med andre delgrafer.

Antag at man i adjancency-list repraesentation for G ogsa har information
om, i hvilken delgraf en grafkant ligger.

r

Figur 3: Eksempel pa komponentgraf

d) Antag at alle delgraferne G(u,v) har hgjst O(logn) knuder og kanter.
Beskriv en algoritme, der finder den korteste vej fra s(r) til alle gvrige knuder
i G itid O(nloglogn).

Svar d) For hver komponent G(u,v) beregner vi korteste veje fra s(u) til
alle andre knuder i G(u,v). Komponenterne beregnes oppefra og ned sa ko-
rteste veje i G beregnes korrekt. Antallet af komponenter er O(n/logn) og
antallet af knuder i hver komponent er O(logn). Fglgelig er tidskompleksiteten
O(iz2-(logn - loglogn)) = O(nloglogn).

log




Opgave 3

a) Illustrer udfgrelsen af HEAPIFY(A, 1) for hoben A i figur 4. Anvend stilen
fra figur 7.2 i CLR side 143.

Svar a) Fgrst ombyttes 7 med 3. Dernaest ombyttes 3 med 5 og algoritmen
stopper.

Figur 4: Hoben A, der skal udfgres HEAPIFY pa.

I det lille land Algostan er det blevet besluttet, at der skal laves et register-
system kaldet Amandos. I den fgrste version af systemet skal registret kun kunne
handtere fglgende tre operationer:

INIT(n): Initialiserer registret, sa det kan handtere et maksimum pa n personer
1 registret.

INDs&T(CPRnr, Indkomst): Indsaetter en person med cpr-nummer CPRnr i re-
gistret. Personen skal tilknyttes en oplysning om arlige indkomst, der er pa
kr. Indkomst. Det antages, at registret ikke allerede indeholder en person
med cpr-nummer CPRnr i forvejen ved et sadant kald.

SLETLAVESTEINDKOMST(): Returnerer CPR-nummeret for en person, der har
den laveste indkomst, samt sletter denne person fra registret.

b) Beskriv hvordan fgrste version af Amandos kan laves, sa INIT(n) tager
tiden O(n), og sa de to andre operationer tager tiden O(logn), hvor n er det
maksimale antal af personer, der kan vare i registret.




Svar b) Vi kan anvende et rgd-sort tree T ordnet over CPR-nr. Lad s betegne
det maksimale antal elementer og r vaere antallet af elementer i 7.

INIT(n): Seet s <~ nogr <0

INDSET(CPRnr, Indkomst): Hvis r+1 > s udskriv fejlmeddelelse. Ellers saet
ind 17T og saet r <7+ 1.

SLETLAVESTEINDKOMST(): Finder det mindste element og sletter det. Saet
r<r—1

Alle operationerne tager O(logn) tid.

Neaeste version af systemet skal kunne lidt mere, nemlig understgtte operatio-
nen:

S»G(CPRnr): Afggr om en person med cpr-nummer CPRnr er i registret. Hvis
der er en person med dette cpr-nummer, skal personens arlige indkomst
returneres.

c) Beskriv hvordan registret kan udvides til at understgtte ovennaevnte S@G
operation i tiden O(logn), saledes at tiderne fra b) bibeholdes.

Svar c¢) S@G(CPRnr): Udfer en sggning i T med TREE-SEARCH som defineret
i CLR.

I den sidste version af systemet vil man ogsa gerne have fglgende operation

INDKOMSTIMELLEM(a, b): Returnerer true, hvis der findes en person i registret
med en arlig indkomst imellem kr. a og kr 6. D.v.s. med en indkomst z,
hvor a < z < b. I modsat fald returneres false.

d) Beskriv hvordan registret kan udvides til ogsa at understgtte operationen
INDKOMSTIMELLEM i tiden O(logn), saledes at tiderne fra c) bibeholdes.

Svar d) INDKOMSTIMELLEM(a, b): Beregn fglgende
a, < TREE-SUCCESSOR(a)

b, < TREE-PREDECESSOR(b)

Returner true hvis a < a, < b eller a < b; < b. Ellers returner FALSE




