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Dette eksamenssat bestar af 3 opgaver, hver med 5 delopgaver. Alle opgaverne
veaegtes ens, og alle delopgaverne i hver opgave vagtes ens. Du har i alt 4 timer
til din radighed. Husk at angive sidetal, navn og studienummer pa alle sider i din
besvarelse. Eksamensattet bestar af 9 nummererede sider.

CLR refererer til “Introduction to Algorithms” af Cormen, Leiserson og Ri-
vest, 18. tryk, 1997.



Opgave 1

Denne opgave handler om hobe og sortering.

a) Illuster udfgrelsen af HEAPIFY(A, 1) for hoben A i figur 1. Anvend stilen
fra figur 7.2 i CLR side 143.

Figur 1: Hoben A, der skal udfgres HEAPIFY pa.

Svar a) Fgrst ombyttes 3 med 7, dernaest ombyttes 3 med 5 og algoritmen
stopper.

b) QUuIckSORT (CLR side 154) er defineret vha. PARTITION(A, p, r), som kan
bytte rundt pa tallene i array’et A fra indeks p til r. Illustrer beregningen af
PARTITION(A, 1, 6), hvor

A=(7,8,9,4,5,6)

I kan benytte Fig. 8.1 side 155 i CLR som en model for illustrationen.

Svar b) Der pivoteres omkring 7. Resultatet bliver A = (6,5,4,9,8,7)

c) Konstruer en sorteringsalgoritme, som har linezer kompleksitet, hvis tallene,
der skal sorteres, allerede er sorterede; ellers er kompleksiteten O(nlgn). Skriv
pseudo-kode.




Svar c) CHECK(A)
1. for i = 2 to LENGTH(A) do
2. if A[i — 1] < A[i] return false

3. return true

SORT1(A)

1. if CHECK(A) return A

2. else MERGESORT(A)

QUICKSORT er forventeligt mere effektiv end INSERTION-SORT (CLR side
3) for store inddata, men eksperimenter har vist, at INSERTION-SORT er mere
effektiv end QUICKSORT, hvis der skal sorteres fa tal.

d) Skriv pseudo-kode for en sorteringsalgoritme, der er en kombination af
QUICKSORT og INSERTION-SORT. Algoritmen skal udnytte, at INSERTION-
SORT i praksis er mere effektiv end QUICKSORT, hvis der skal sorteres feaerre
end c tal, for en eller anden konstant c. Det er tilladt at henvise til kode i CLR.

Svar d) SORT2(A,p,r)
l.d<r—p
2. if d > c then
3. g < PARTITION(A,p,T)
4. SORT2(A,p,q)
5. Sorr2(A4,9+1,7)

6. else INSERTIONSORT(A, p, )

e) Hvad er kompleksiteten af HEAPSORT, hvis tallene, der skal sorteres, er
identiske?

Svar e) O(n) tid da hvert kald til HEAPIFY tager O(1) tid i dette tilfzelde.




Opgave 2

Denne opgave handler om binare tracer med ikke-negative (> 0) heltalsvaegte i
knuderne.

Vi definerer den vegtede lengde af en vej (simple path) i et trae til at veere
summen af vaegtene i knuderne pa vejen, inklusive endeknuder. Dvs. den vaegtede
lengde fra roden i traeet i figur 2 til bladet med vaegten 2 har en vaegtet leengde
pa 19.

Blandt flere veje i et trae er en vegtet lengste vej en af vejene med den storste
veegtede leengde. F.eks. har den veegtede laengste vej (blandt alle mulige veje) i
traeet i figur 2 veerdien 25.

Vegt-dybden af et tree er veerdien af en veegtet laengste vej blandt vejene fra
roden til et blad i traeet. F.eks. er vaegt-dybden 21 for traeet i figur 2.

Figur 2: Bineert tree med vaegte.

a) Vis ved hjzlp af et lille modeksempel, at den vaegtede leengste vej i et trae
T ikke ngdvendigvis gar igennem roden pa 7.

Svar a) Se figur 3

(U
(2)
OO

Figur 3: Modeksempel.

I denne opgave betragter vi den saedvanlige repracsentation af et bingert trae
T, som brugt i CLR kapitel 13. Dvs. til hver knude v i traeet 7" har vi felterne
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left[v], right[v], og p[v] for venstre barn, hgjre barn og foraeldreknuden (parent)
henholdsvis. For roden r er p[r] = NIL og for et blad w er bade left(w) = NIL og
right(w) = NIL. Herudover lader vi key[v] betegne vegten i knuden v. Bemaerk,
at vi tkke antager, at vaegtene opfylder binary-search-property i denne opgave.

b) Lav en procedure VEGTTILROD(v), der beregner den vegtede lengde af
vejen fra knuden v til roden af 7. Proceduren skal kgre i tid O(h), hvor h er

hgjden af T'.

Svar b) VEGTTILROD(v)
1. s « key[v]

2. while p[v] #nil do
3. v+ plv]

4. s — s+ key[v]

5. return s.

c) Lav en rekursiv procedure VAGTDYBDE, der beregner vaegt-dybden af et
bineert trae 7.

Svar ¢) VEGTDYBDE(v)
1. if v =nil return 0

2. else return

3. max(VAGTDYBDE (leftv]), VEGTDYBDE (right[v]))+key[v]

Vi er nu interesseret i at udvide datastrukuren for det vaegtede binare trae
T, sa vi hurtigt kan finde vaegt-dybden, nar vaegtene i knuderne kan opdateres
lgbende. Mere praecist er vi interesseret i at udvide datastrukturen for 7', sa vi

kan understgtte fglgende to operationer:

OPDATER(v, z): AEndrer T, sa knuden v far vaegten x.

AKTUELV ZGTDYBDE(): Returnerer den aktuelle vaegt-dybde for 7.

d) Beskriv en udvidelse af datastrukturen for et trae T, der understgtter de
to operationer ovenfor. Kgretiden for proceduren OPDATER skal vaere O(h),
hvor h er hgjden af T, mens AKTUELV £GTDYBDE skal kgre i tid O(1).

Vink: Lav et ekstra felt til hver knude v, der indeholder den aktuelle vaegt-

dybde af undertreet med rod v.




Svar s) Vi tilfgjer et felt weight[v] til hver knude v, der indeholder den aktuelle
vaegtdybde af undertraeet med rod i v. Operationerne bliver som fglger.

AKTUELV EZGTDYBDE(): Returner weight[v].

OPDATER(v, z): Lad r veere roden af traeet. St weight[v] < x og for alle
knuder w pa vejen fra v til r saet

weight{w]<— max( weight (left[w]), weight (right[w]))+key|[v]

Vi er nu interesseret i en anden udvidelse af datastrukturen for 7'. Fgrst skal
traeet T initialiseres, sa alle knuder initielt har vaegt 1. Derefter skal vi handtere
fglgende to operationer:

SETNUL(v): Endrer vaegten i knuden v til 0, dvs. st key[v] til 0.

NULVEJ(u,v): Returnerer true, hvis og kun hvis den vaegtede lzengde af vejen
fra knude u til knude v er 0.

e) Beskriv en datastruktur for ovennsevnte problem. For et tree 7 med n
knuder skal lgsningen give en total kgretid pa O(nlg* n) for initialisering og
udfgrelse af n SETNUL og NULVEJ operationer.

Svar e) Vi anvender Union-Find datastrukturen. For hver knude v associerer
vi et element e(v) og en vaegt weight[e(v)]. Forst opretter vi n mangder til
hvert element med MAKE-SET operationer. Alle vaegte er initielt sat til 1.
Operationerne bliver som fglger.

SETNUL(v): Szt weight[e(v)] < 0. For alle knuder w incident med v, hvis
weighte(w)] = 0 udfer UNION(e(v), e(w)).

NULVEJ(u,v): Returnerer true, hvis FIND-SET(u)=FIND-SET(v). Ellers re-
turner false.

Vi har valgt at lade laengden af den vaegtede vej fra en knude til sig selv vaere
0. Det er ligetil at sendre datastrukturen hvis man ikke gnsker dette. Da O(n)
MAKE-SET, UNION og FIND-SET kan udfgres i O(nlg" n) har datastrukturen
de gnskede tidskompleksiteter.




Opgave 3

For alle delopgaverne i denne opgave gaelder det, at A er en tabel (array) bestaende
af n heltal. Det forste tal i tabellen er A[0], og det sidste tal i tabellen er A[n —1].

I figur 4 er vist en tabel med 8 tal. For denne tabel er n = 8, A[0] = 15 og
Aln—1] = 314

15 20 31 150 210 214 217 314

Figur 4: En tabel med 8 tal.

a) Lad A vere en (ikke ngdvendigvis sorteret) tabel med n tal. Beskriv,
hvorledes man i O(nlgn) tid kan afggre, om der er to ens tal i tabellen.

Svar a) Sorter tabellen og undersgg i linezr tid om to elementer A[i — 1] og
Ali] er ens for 2 <1i <n.

b) Lad A vere en (ikke ngdvendigvis sorteret) tabel med n heltal, hvor alle
de n tal har en vaerdi mellem 1 og 3n. Hvor hurtigt kan de n heltal sorteres?

Svar b) Ved at anvende f. eks. COUNTING-SORT kan A sorteres i O(n+3n) =
O(n).

c) Lad A vere en sorteret tabel med n tal. Lad Succ(z) vaere en proce-
dure, der returnerer det mindste tal y fra A, som er stgrre end z. Hvis et
sadan tal ikke findes returneres co. SUCC(170) pa tabellen i figur 4 er saledes
210. Beskriv, hvorledes Succ kan konstrueres, sa den har tidskompleksiteten
O(lgn).

Svar c¢) Udfgr en binzr sggning efter elementet.

Lad NEXT(i) vaere en procedure der givet et indeks 7 fra en tabel A returnere
det mindste indeks j, som er stgrrer end ¢, hvor tallet A[j] er lige. Hvis et sadan
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indeks ikke eksistere returneres n — 1. Betragt tabellen i figur 4. Her vil f.eks.
NEXT(0) returnere 1, NEXT(1) vil returnere 3 og NEXT(5) vil returnere 7. Antag,
at hvis NEXT(7) returnerer j, sa har NEXT kompleksiteten O(1 + j — 7). Betragt
folgende procedure AMOR: AMOR(k)

1.2+ 0
2. for j«+—1tok

3. do z < NEXT(z)

d) Lad A vere en tabel med n tal. Hvad returnerer et kald til NEXT(n —1)?
Hvad er kompleksiteten for et kald til NEXT(n — 1)? Hvad er kompleksite-
ten for et kald til AMOR(k)? Du skal for hver af fglgende kompleksitetsmal
O(n), O(k), O(n+ k) og O(n x k) angive og begrunde om kompleksitetsmalet
udtrykker kompleksiteten for AMOR(k).

Svar d) NEXT(n — 1) returnerer n— 1 ifglge definitionen og tager derfor O(1)
tid. Kompleksiteten for AMOR(k) er O(n + k) da vi hgjst gennemlgber A en
gang og hgjst udfgrer £ kald til NEXT

I den naeste delopgave vil vi betragte en tabel A, hvor alle tallene i tabellen til
at starte med er 1. Endvidere antager vi, at tabellen indeholder n tal, hvor n kan
skrives som 2% + 1 for et heltal £ > 0 (dvs. n er et af tallene 2,3,5,9,17,33,...).

I figur 5 er vist en tabel med 9 tal. For denne tabel er n =23 +1=9, k = 3,
og Ali] = 1, for alle indices i.

Figur 5: En table med 9 et-taller.
Betragt fglgende to procedurer NYETAL og HALVER:

NYETAL()

1. 2+0



2. whilei<n-—1
3. do A[i] «+ Ali] 2

4. i i+ Alil

HALVER(k)
1. for j < 1tok

2. do NYETAL()

e) Lad A vere en tabel med 9 tal, som alle er 1. Tegn situationen efter et
kald til NYETAL. Lad nu A vere en tabel med n tal, hvor n = 2% + 1 for et
helttal £ > 0. Hvad er kompleksiteten af et kald HALVER(k)?

Svar e) Efter et kald til NYETAL er A = (2,1,2,1,2,1,2,1,2). Et kald til

) TYEY Sy Y Ty

HALVER resulterer i k£ kald til NYETAL. NYETAL fordobler leengden af inter-

vallet den springer hver gang den bliver kaldt. Fglgelig bliver kompleksiteten
af HALVER(k) = O(n/2 +n/4+---) = O(n).




